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Tema | - Trigonometria e Funcoes
Trigonométricas

Unidade 1- Revisdes

Paginas9atl

1. 13

w1

12

AB 3
= —_— = B:
YWB=%5 % " ®m © 3

& BD=16
Pelo Teorema de Pitagoras:
AB? +BC?=AC? & 122+ BC? =152
& BC2=225-144 < BC2=81
Logo, BC=9.
Tem-se, entdo, CD=BD-BC=16-9=7.

3
2
a) (sen 60° - sen 45°)2 = ﬁ _ ﬁ —
2 2
3 ,,V3 V2 .1 .5 Ve
4 2 2 2 4 2
V3
g 3todrtgase STl
1 -2 cos 30° 3
1-2x——
2
_ VB+1  14VE | VB43+1+4V3
1-V3 1+V3 1-3
:_4%2\/5:_2_\/5

¢)sen?215° + cos215°=1

d) sen 80° - cos 10° = sen 80° — sen (90° - 10°) =
=sen 80°-sen 80°=0

1 _tg74° _

o 0 — (o] = =
e)tg 74° x tg 16° = tg 74 th 00°-169 ~ tg74°

Sejam h aalturadadrvore e d adistancia entre o
ponto B e a arvore.

Entao:
h V3 h
0 — =
930°=0710 © T3 T w10
\V3d+10V3
& h= "

Por outro lado:
tgGO°=§ o \/§=g o h=\3d
Logo:

M -\3d & V3d+10V3=3V3d
= 2V3d=10V3 & d=5 -

Tem-se, entdo, que h =\/3d = 5V3 , ou seja, a
altura da arvore ¢ 5V/3 metros.

5.
a) (sen x —cosx)2=sen?x -2 senx cos x + cos? x =
=1-2senxcosx

b) (sen x + cos x) (sen x - cos x) = sen?x — cos? x =
=sen?x-(1-sen?x)=
=sen?x-1+sen?x=

=2sen?x-1
sen?y cos?x—-sen?x
)l—tgzx _ cos’x cos? x B
1+tg’x 1+ sen?y cos?x+sen?x

cos? x cos? x

_ cos’k-sen?x

cos?x+sen?x

=cos?x—sen?x

X C<—>D % \{YW
WY sm i

_AD o~ AD _ 75- 0
tga o < tg 40 55 < AD=551tg 40

tgﬁz% o tg62°=%  BD =55 tg 62°

Logo, AB=BD - AD =55 tg 62° - 55 tg 40° =~ 57,3.
Assim, a largura aproximada do rio é 57,3 metros.
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& BE=7
Logo, DE=2xBE=2x7=14.

EC V3 _EC
300= 22 o 2 = EU
cos BC < 2 14

=22 o EC=7V3.

Entdo, o perimetro do trapézio é:
7+14+7V3+14+14=49+7V3

AB 2
b = — = — :2
)tg o =F o tgo x o tgo

Logo, a.=tg™ (2) = 63,43°.

Unidade 2 - Extenséo da trigonometria
a angulos retos e obtusos e resolucéo de triangulos

Péaginas 12a 26

tg 63° = h
a) *
tg72°=

h
120 -x

h=xtg63°
=3

h=120tg 72°-x tg 72°
@{
xtg63°=120tg 72°-xtg 72°

2=
{x tg 72°+xtg 63° =120 tg 72°

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

f=—1
x (tg 720+ tg 63°) = 120 tg 72°

L. 120tg72°
tg 72°+ tg 63°

_120tg 72°
 tg72°+ tg 63°

- 120tg 72°
tg 72°+ tg 63°

X tg 63°

Logo, h=143,8, ou seja, a largura do rio é aproxi-
madamente de 143,8 metros.

b) BPA = 180° - 72° - 63° = 450

Pela Lei dos Senos:
sen 72° _ sen45° _ sen63°

PA 120 BP
Entdo:
sen 72° _sen 450 o PA- 120 sen 72°
PA 120 sen 45°

pelo gque a distancia entre a Ana e a pedra é aproxi-
madamente de 161,4 metros.

Por outro lado:
sen 45° _ sen 63° o BP- 120 sen 63°
120 BP sen450

0 que significa que a distancia entre a Berta e a
pedra é aproximadamente de 151,2 metros.

9 C

6
a
_130° 45°/'\
A B

Pela Lei dos Senos:
sen 30°  sen 45° _ 6sen 300
= & a= ————

a 6 sen 45°
1
6><2 5
S a= V2 S oa —\/5
2

Pela Lei dos Senos:

sen 60° _ _sen AéC _ _sen BéA
3 V6 AB




Entao:

(o] - N
sen360 _ se%BC o sen ABC =

V6 sen 60°
3

R \/Exﬁ . T8
= senABsz & senABC:T
3V2 V2
6

& osen AéCz e

& sen AéC = >

Logo, ABC=45° e BCA =180°-60° - 450 = 75°,

Assim: ﬁ
sen ABC _ sen BCA - 2  sen75°
Ve ~  AB Ve ~ AB

— VBsen75®  __  2\/6sen75°
< AB= > = B_—\/E

2

& AB= a/g sen 75°
Ou seja, AB = 3,35.

1. C
b 60°
1
Pela Lei dos Senos:
V3
senQOOZLBOO@l: 2 @l:l
b V3 b~ V3 b2
& b=2
iy V3
a)sen 120° = sen (180° - 60°) = sen 60° = —
b) sen 135° = sen (180° - 45°) = sen 45° = %

¢) sen 150° = sen (180° - 30°) = sen 30° =%

13. c

40

A B

P_ela Lei dos Cossenos:

AB? =402+ 602-2 x 40 x 60 x cos 60°
& AB?=1600 + 3600 - 4800 x%

& AB?=2800

Logo, AB =1/2800 = 20V7 , ou seja, a distancia
entre os dois operarios é de 20V/7 metros.

8

1.

45°
11 11
A B
Pela Lei dos Cossenos:
AB2=112+112-2 x 11 x 11 x cos 45°
o AB2=121+121 - 242 x \f
o AB2=242-121V2
Logo, AB=V242-121V2.
Entdo, a area do circulo de raio AB é
nx (V242 -121V2)% = 222,677 cm?.
B

60°

I A

P_ela Lﬂjos %ssenos:_ o
AC? = AB’ + BC?- 2 x ABx BC x cos 60°

o A—sz(ZB—C)2+B—Cz—2><QB—CxB—Cx%
& AC*=4BC? + BC* - 2 BC?

& AC?=3BC?

Logo, AC=V3BC

Pela Lei dos Senos:

sen 60° sen CAB _ sen BéA

AC ~ BC AB
sen60° _ sen CAB __sen BCA
\V3Bc = BC ~  2BC

Entao:
sen 60° _ sen CAB
V3 BC BC
CAB = sen BO‘J_X@
< SENLAB= V3 BC
V3

N 2 o 1

AB = AB ==
< senC V3 < senC 2
Logo, CAB = 30°.
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E:
senB0°  sen BCA
V3BC ~  2BC
BOA = sen GOOX_ZB—C
< SeNELAT T V/3BC
AEI
2

=S senBéA=T & senBCA=1

Logo, BCA = 90°.

16.
a) cos 120° = cos (180° - 60°) = ~cos 60° = -%
b) cos 135° = cos (180° — 45°) = —cos 45° = - %
¢) cos 150° = cos (180° - 30°) = —cos 30° =— %
17. C
6i 75
A 4 B

a) Pela Lei dos Cossenos:

62=52+42-2x5x4xcos ABC

< 36=25+16-40cos ABC

< 40cos ABC=5

& cos ABC = [%

Logo, ABC = cos™ (%) . pelo que ABC ~828.

Pela Lei dos Cossenos:
52= 62+ 42— 2 x 6 x 4 x cos BAC
& 25=136+16- 48 cos BAC
& 48 cos BAC=27

27

BAC =41
< COS 48

Logo, BAC = cos™ (%) , pelo que BAC = 55,8°.

Pela lei dos Cossenos:
42=62+52-2x6x5xcos ACB
& 16 =36+ 25-60 cos ACB
& 60 cos ACB = 45

45

ACB=—>2
& cos AC 60

Logo, ACB = cos! (ﬂ) ,pelo que ACB = 41,4°,

60
b ¢

4,5

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

Pela Lei dos Cossenos:
22=452+32-9x 45x 3 x cos ABC
& 4=20,25+9-27 cos ABC
& 27 cos ABC = 25,25

2525

ABC =222
& cos 7

2525

Logo, ABC = cos!
0go cos ( 7

) , pelo que ABC = 20,7°.
Pela Lei dos Cossenos:
452=224+32_2x2x3xcosBAC

& 20,25=4+9-12 cos BAC

& 12 cos BAC = —-7,25

- 7,25
BAC=-——
& cos D

Logo, BAC = cos? (— %) , pelo que BAC = 127,2°.
Pela Lei dos Cossenos:
32=22+45%2-2x2x45xcos ACB

& 9=4+20,25-18 cos ACB

& 18 cos ACB=15,25

2, 1525
ACB=—""—
< cos AC 18
Logo, ACB = cos! (11?5) , pelo que ACB = 32,1°.
c
3
/)
A 6 B

Pela Lei dos Cossenos:
BC?=32+62-2x3x6 X cos 60°
& BC?=9+36-18

& BC?2=27

Logo, BC=V27=3V3.

Pela lei dos Senos:

sen60° _ sen AéC _sen ACB

3V3 3 6
Entdo: .
sen 60° _ sen ABC o sen ABC = 3 sen 60°
3V3 3 3V3
) V3 1
& sen ABC = T PN senABc:E
Logo, ABC = 30°.
E:
sen 60° _ senACB o sen A(:‘B: 6 sen 60°
3V3 6 3V3
2 X i;’
& sen ACB= T < senACB=1

Logo, ACB = 90°.



d) C

o

A 5 B

ACB = 180° - 450 — 30° = 105°

Pela Lei dos Senos:

sen 45° _ sen 30° _sen 105¢°
BC AC 5
Entao:
sen 45° _sen 105° o BC= 5sen 45°
BC 5 sen 105°
Logo, BC=3T.
E:
sen 30° _sen 105° o AC= 5sen 30°
AC 5 sen 105°
Logo, AC = 286.
e 3
B
>3
A
Pela Lei dos Senos:
o] A
sen330 _ sen ?CB © sen ACB =
5 sen 30°

Ent3o, ACB = sen’. (

Logo, ACB ~ 56,4°.

5 )

ABC ~180° - 30° - 56,4° ~ 93,6°

Pela Lei dos Cossenos:

AC?2=132+52-2x 3 x4 cos ABC

Pelo que, AC? =~ 34 - 24 cos 93,6° , ou seja,

AC =~V 34 -24 cos 93,6° = 6.

18. 2

A B
360°

ABC =180° - 222 =108°

5

CAB=BCA = >

Pela lei dos Cossenos:

180°-108° _

36°= ABF

¢2=3%2+c?2-2x3xccos 36°

< 9=06ccos 36°
B 9

"~ 6 cos 36°
Logo, c=19.

& C

5 sen 30°
3

19. F £
A D
B @
FAB=180°— ieoo =120°
Seja x =FB.

Pela Lei dos Cossenos:
x2=32+32-2x3x3cos 120°

o x2=9+9+9

o x2=27

Entdo, x = V27 =3V3 e, portanto, o perimetro
do tridngulo [BDF] é 3 x 3V3=9V3,

20. <

BAC: 180° 600
3
0aD =589 _ 300
2
DOA = 180° - 90° - 30° = 60°
4D - 2\[3 3
Pela Lei dos Senos:
sen60°  sen 30° —  V3sen30°
Vi ~ o © P e
\/gx%
[ ﬁ = \/g
- 2
< 0D=1

=12 - 2_
Acirculo = Tr4, 10g0o Agireuto = T X 14 = .

Unidade 3 - Angulos orientados, angulos
generalizados e rotacdes

Péaginas 27a 31

21.

a)

i) il D iii) H iv) /

b) Por exemplo, 160° ou —-200°.

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



22, b) Abcissa de P

a | b) C oC d G e) F cosocz%«:»x=rcosoc
23 Ordenada de P:
= l =

a) 400° = 40° + 1 x 360° sena p < y=rseno
b) -1280° =-200° - 3 x 360° Logo, P(rcos o, rsen ).
¢)670° =310°+ 1 x 360° 28
d)-825° =-105° - 2 x 360° 7 3

a)coso=- jseno ="
2.

b)cos[3=§; sen[3=—i
a) 25° + 3 x 360° =1105° 5 5
b) 180° + 1 x 360° = 540° 2
¢)-39°-1 x 360° =-399°

a) b)

d)-100° - 4 x 360° = -1540°

25.
a) Ponto B. 4
30. Ordenada de P: sen .= —
b) Ponto D. 5
2
¢)Ponto D. senZa+coslo=1 < (%) +cosZo=1
{Ponto & (:»00520(:1—&(:)0052&:i
25 25
Uma vez que o é um angulo do 2.° quadrante, tem-
. n . - _ 9__3
Unidade 4 - Razdes trigonométricas "seque cos o=y [o =
de angulos generalizados a
Paginas 32 a 65 '
- a)-1<coso<l & -4<4coso<4
26. Valor minimo: -4 Valor maximo: 4
a) 85° pertence ao 1.° quadrante. b-1<seno<l & -4<seno—-3<-2
Valor minimo: -4 Valor maximo: -2

b) 280° pertence ao 4.° quadrante.

¢) -25° pertence ao 4.° quadrante. )-l<seno<l & -2<2sena<?
& 22-2senoz2-2 & 725-2seno=3

7 S5-2sena 1
e) 400° = 40° + 1 x 360° pertence ao 1.° quadrante. < 3~ 3 -

. . 7
f)-1280° = —200° - 3 x 360° pertence ao 2.° quadrante. Valor minimo: 1 Valor maximo: 3
g) 670° = 310° + 1 x 360° pertence ao 4.° quadrante. dO0<cos’a<l

Val inimo: Val aximo: 1
h) -825° = -105° - 2 x 360° pertence ao 3.° quadrante. alor minimo: 0 aror maximo

d) 200° pertence ao 3.° quadrante.

e)0<cos?a<l & l<cosla+1<?2

9 Valor minimo: 1 Valor maximo: 2
— < < < <
a) Abcissa de P: fl-1<cosac<l @ZO_cosoc+l_2
B 5V/3 < 0<(cosa+1)?<4
cos 30° =5 & x=5c0s30° & x= 2 Valor minimo: 0 Valor maximo: 4
Ordenada de P:
. . 3.
300== =5 30° =—
Sen 5 S y=osen ey 2 a) Afirmac3o falsa. No 2.° quadrante o seno € positivo
Logo P( 5V3 §> e 0 cosseno é negativo, logo ndo tém o mesmo sinal.
’ 2 '2) b) Afirmacao verdadeira.

AS‘\ Expoente””~ Dossié do Professor 1



¢) Afirmacao verdadeira.

d) Afirmacao falsa. Ndo existe qualquer angulo cujo
cosseno seja superior a 1.

e) Afirmacao falsa. No 2.° quadrante o seno € positivo.

f) Afirmacao falsa.
1\? 6\2 1 36 37
e ey |
(7) ( 7) 49 49 49

33.
a) Afirmacéo verdadeira.
b) Afirmagéo verdadeira.

¢) Afirmagao falsa. No 3.° quadrante o cosseno é
crescente.

d) Afirmacéo falsa. Nao existe qualquer &ngulo cujo
cosseno seja superior a 1.

e) Afirmacao verdadeira.

f) Afirmacao falsa.
2 2

RS =8
34,
a) sen 50° < sen 80°
b) cos 50° > cos 80°
¢) cos 105° > cos 162°
d) sen 200° < sen 90°

e) cos 180° < sen 5°

f) cos (-90°) = sen 180°

35.

y

vl
D ;

3
r=-=
4

3)\2 9
2 -=) =1 2 =1-—=
sen oc+( 4> & sen‘ o 16
=N sen%czl
16
Uma vez que o pertence ao 3.° quadrante, tem-se:
cenoo_ |1 __NT
16 4
36.

a) O produto do seno pelo cosseno € positivo nos 1.° e
3.° quadrantes.

b) O seno é crescente e o cosseno é decrescente no
1.° quadrante.

¢) O seno e o cosseno s&o crescentes no 4.° quadrante.

d) O seno é decrescente e o cosseno é negativo nos
2.° e 3.° quadrantes.

31
a-l1<senx<l & -1< 1’23"51
& -2<1-3k<?2
& -3<-3k<1
& 3>23k>-1
1
1>k>-=
< 3

1
Logo, ke |-=,1].
o e[ 3
b) x € 11800, 270°[, ent&o:
-1<cosx<0 & -4<4cosx<0
<:>—4<—k_10 <0
2
< -8<k-10<0
& 2<k<10
Logo, k€ ]2,10J.

¢)x € [0°,90°[, entao:
O<cosx<l & 0<k?-2k+1<1
o K2-2k+1>0 A k2-2k+1<1
o k2-2k+1>0 A k2-2k<0

Calculos auxiliares
k2-2k+1=0 o (k-1)2=0 o k=1
k2-2k=0 o k(k-2)=0 & k=0 v k=2

A
y
k?-2k+1
o 1 x
A
y
k?- 2k
o 2 X

Logo, k€ R\ {1} [0,2]=[0,1[U]1, 2].

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



38.
1 J—

—BD 1
a)sen0= — < = BD=asen®
a 2

& BD=2asen®
1ac

cose=2— @lﬁmjcose
a 2

& AC=2acos0

Assim, a area da peca é dada por:

2a sen 6 x 2a cos 0
2

=202 sen 8 cos 6 = A(0)

Se 6 <0° ouse 62>90° a figura ndo é um losan-
go, pelo que 6 € ]0°, 90°].

b) A(45°) = 2 x 32 sen 45° cos 45° =
—18x Y2 \f i -9

Quando 6 =45° e a=3, olosango [ABCD] adquire
a forma de um quadrado de lado 3.

39.
a) 4 b)
34
24
y
1
/(Ou , o R
1 x 1 x
»Z/ _€ o
-1
c) y“
N
NV
1 <
40.

a)tg2 a € [0, +[.
b) Uma vez que tg? o € [0, +[, entdo
tg2 o+ 3 € [3, +o].
c) tg o € -0, +o¢[, logo tg o+ 3 € J—0, +oo].
d) Uma vez que tg? o € [0, +[, entdo

2tgZa € [0, +[ e, portanto,
2tgZo -1 € [-1, +oe.

e) Uma vez que tg? o € [0, +[, entdo
-tg? o0 € |-, 0], logo 1-tg? o € ]—=», 1] e, portanto,

1-tg’0 ] 1
o .01

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

4.

a) A tangente ¢ negativa e o0 cosseno € positivo no 4.°
guadrante.

b) O seno e a tangente sdo negativos no 4.° quadrante.

¢) No ha nenhum quadrante em que a tangente seja
decrescente.

d) A tangente e o cosseno tém o mesmo sinal nos 1.°
e 2.° quadrantes.

e) O seno é maior que a tangente em todos os angu-
los do 2.° e do 4.° quadrantes.

42.Se o0 seno e o cosseno forem ambos positivos,
entdo tgoa>1 se seno >cos .
Se o0 seno e o cosseno forem ambos negativos,
entdo tgo>1 se |senal >lcosal.

2. N

o a 1 x
_.3
Y7
1 3\2 1
1+tg2o= 1+ (-2 =—=
Tt 02 7 ( 2) cos? o
9 1 13 1
1+ = =2
< 4 costo < 4 costol

< cos? o _ 4
13

Uma vez que o pertence a0 4.° quadrante, tem-se que:

cCos o= \/7 2\/_
-

sen?a+coslo=1 sen20c+E=1

4
20=1-— 2 =
&~ sen 13 & sen“ o=

13

Como o pertence ao 4.° quadrante, tem-se que:

9 3 313

eno=- 937 Vs T 13

44,

a) (sen o + cos 0)2 - (sen o.— cos o) =
=seno + 2 sen o cos o, + cos? o, -
- (sen? o.— 2 sen o, cos o + cos? o) =
=1+2senacoso—(l-2senacosa)=
=1+2senacoso—1+2sencocoso=
=4 sen o, COS O

b) sen o cos? o+ send 0. = sen o. (cos? o. + sen? o) =
=senax1l=seno



— enc2 2
o ~cos o= 1TCOST 0 sena ¢) sen (1110%) = sen (3 x 360° + 30°) = sen (30%) = =
co COS O Cos o 2
_sena :
“oosg NS tgasenoa cos (1110°) = cos (3 x 360° + 30°) = cos (30°) = %
)(1+tgoc)2:1+2tgoc+tgzoc: V3
2 2
1+t a 1+t a tg (1110°) = tg (3 x 360° + 30°) = tg (30°) = 5.
) Sena 3
2tgo _ COS O _
T 1+tg?a 1 4l.
2
cos™ o a) cos (450°) + 2 sen (765°) - tg (720°) =
_14p5ena cos?a _ =cos (360° + 90°) + 2 sen (2 x 360° + 45°) —
cos o ~tg (2 x 360°) =
= sen’ 0.+ cos o + 2 sen 0. cos o = =cos (90°) + 2 sen (45°) —tg (0°) =
= (sen o, + cos o)?
| ) —0+2x % 0=
cosZo—1
) €0S 0™ s o _ coso =V2
cen o — senfa-1 b) cos? (361°) - tg (405°) + sen? (721°) =
sen o sen o = cos? (360° + 1°) - tg (360° + 45°) +
:—sen2oc><senoc:sen3oa:t3a +sen? (2x360°+1) =
—cosZouxcos o cosio O = cos? (1°) - tg (45°) + sen? (1°) =
sen o.cos o — 1 =l-1=
CoS oL — =0
f) sen o _ sen o _
sen o 1 sen o.cos o.— 1
Ccos o oS o 48.
(senacosa—-1)coso 1 a) sen (-30°) + cos (-60°) + tg (-45°) =

(senocosa—1)sena tgo

g) (1 +tg? o)(cos? o - sen o) =

sen’a
cos? o

= 5 (cos?o-sen? o) =1-
cos? o

=senZo+cos?o-tg2a=1-tg?

45.
a) sen (380°) = sen (360° + 20°) = sen (20°)

b) cos (1205°) = cos (3 x 360° + 125°) = cos (125°)

¢) tg (-940°) = tg (-2 x 360° — 220°) = tg (-220°)

46,
a) sen (780°) = sen (2 x 360° + 60°) =
— sen (60°) = %

cos (780°) = cos (2 x 360° + 60°) = cos (60°) =
tg (780°) = tg (2 x 360° + 60°) = tg (60°) = V3

b) sen (1125°) = sen (3 x 360° + 45°) =

=sen (45°) = ﬁ
2
cos (1125°) = cos (3 x 360° + 45°) =
=Co0s (45°) = %

tg (1125°) =tg (3 x 360° + 45°) =tg (45°) =1

10

N | =

=-sen (30°) + cos (60°) —tg (45°) =

1 1
=——+——l=
2 2

=-1

b) sen (-780°) - cos (-1470°) - tg (-420°) =
=-sen (780°) - cos (1470°) + tg (420°) =
=-sen (2 x 360° + 60°) - cos (4 x 360° + 30°) +
+tg (360° + 60°) =
=-sen (60°) — cos (30°) + tg (60°) =

V3 V3
—T—T+\/§=U

49,
a) sen (150°) + cos (120°) + tg (135°) =

=sen (180°-30°) + cos (180° - 60°) + tg (180° - 45°) =

=sen (30°) - cos (60°) —tg (45°) =
=p e
b) sen (840°) - cos (510°) - tg (1215°) =
=sen (2 x 360° +120°) - cos (360° + 150°) -
—-tg (3 x360° + 135°) =
=sen (120°) - cos (150°) —tg (135°) =

=sen (180° - 60°) — cos (180° - 30°) —tg (180° - 45°) =

=sen (60°) + cos (30°) + tg (45°) =
= V3 \ég +1=V3+1

=4 =
2
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50.
a) 2 sen (210°) + 4 cos (240°) + tg (600°) =

=2 sen (180° + 30°) + 4 cos (180° + 60°) +

+tg (360° + 180° + 60°) =
=-2 sen (30°) - 4 cos (60°) + tg (60°) =

I—ZX%—4X%+\/_=

=-1-2+V3=
=-3+V3

b) -2 sen (600°) - cos (225°) — 3 tg (930°) =

=-2 sen (360° + 240°) - cos (180° + 45°) -

-31tg (2x360°+210° =

=-2sen (180° + 60°) + cos (45°) - 3 tg (180° + 30°) =

=2 sen (60°) + cos (45°) - 3tg (30°) =

ox \f i 3 \f
RV i_ _
2
_V2
2
51. 80°—0) _
o_ o _Sen(80°- coso _
altg (30°-0) cos (90°-0) sena
__ L _ 1
~osena  tgo
cos o

o _sen(90°+a) _ cosa _
bltg (30°+ a1 cos (90°+ o) -seno

1 1

sen o, tg o

52, A
e
1/

270° -«

sen (270° — o) = —cos o
cos (270° - o) =-sen .

tg (270° - ) =

sen (270°-0) _ —cos o _

1

cos (270°-qa) —sena.

A

D
\7 :

X

270° + o

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

tga

sen (270° + o) = —cos o

cos (270° + o) =sen o,

sen (270°+ o)  —cos o 1
27 o + = = = -
tg (270° + a1 cos (270°+ o) seno tgo

93.

a) sen (180° + ar) — cos (720° — o) +
+sen (90° + o) - tg (—o) =
=-sen o.—Ccos (—o) + cos o+ tg o=
=-seno—CoS 0. +cosa+tgo=
=-senao+tgoa

b) -tg (1080° + B) — cos (180° - B) +
+sen (270° + B) — sen (360° - B) =
=-tg B +cos -sen (90° + B) — sen (-B) =
=-tgpB+cosP-cosP+senP=
=-tgpB+senf

¢) -2 cos (4500 +17) - 3 tg (540° +y) -
—cos (y—180° -3 sen (—y-270°) =
=-2cos (90° +v) - 3 tg (180° +v) -
—cos (180° —v) + 3sen (270° +v) =
=2seny-3tgy+cosy-3sen (90°+y) =
=2seny-3tgy+cosy-3cosy=
=2seny-3tgy-2cosy

d) 2 sen (-270° + §) — 3 sen (8- 90°) +
+5cos (-180°-8) + 2 tg (-360° + §) =
=2sen (90° + §) + 3 sen (90°-§) +
+5c0s (180°+0) +2tg b =
=2c0sd0+3cosd-5cosd+2tgd=
=219 6

sen (-180° —¢) — cos (270° - ¢) N 2 tg
sen (90°-¢) -2 cos (180°+¢) 3

-sen (180° +¢) + cos (90°—¢) 2
= + — tg €=
cose+2cose 3

_senetsene 2

t =

3cose 3 g¢e

:25ens+g,E e
3cose 3 9

_2 2ige=
—Stgs+3tge—

=%tgs

54. tg (o) x sen (-90°+ o) < O
& —tgax(-sen (90°-a)) <0
sen o
cos o,
< sena<0
Logo, a opcdo correta é a (B).

xcoso<0

m



55. cos (—90°—oc)=—§ & cos (90°+a)=—% =sen?x+cos?x—-3cosx+senx=

o9

3
& -seno=-— & seno =

5 5 3 3 3
Como sen az% e o €]90°, 270°[, entdo o per- =1+V6- ﬁ
tence ao 2.° quadrante. 3
2
senZa+cosla=1 (%) +coslo=1 57, .
9 16 R
2y =12 2y =20 N A N
& cosfa=1 75 & Cos” o 75 : \‘
AT o1 fF.D
Uma vez que o pertence ao 2.° quadrante, entao ' E :
25 5 OF =-2cosx
3 FC=2senx
_senae_ 5 _ 3 BC=-4cos x
Cos o 4 4 A area do trapézio [OBCF] é dada por:
5
BC + OF <FC= -4 cosx—2cos x %2 sen x =
Entdo: 2 B 2 r=
sen (180° - o) x cos (180° — 1) + sen? (-o) — ~
~tg (0~ 180°) = =-6cosxsenx
=sen o, x (-cos a) + sen? o + tg (180° - o) = 58

=-sen o x cos o+ sen o —tg o =

__3 (_ i) N (§)2 B (_ _3_) _ a) Sendo o comprimento do arco igual ao raio, entdo a
S S S 4 amplitude do arco correspondente é 1 radiano.
_12,.9 .3 lrad 2
25 25 4 rad £cm. logo a amplitude do arco é:
159 xrad 4cm
B 100 4x1_ 2 rad
2
Lrad _ 2cm logo a amplitude do arco é:
56. Uma vez que tgx >0 e que x € ]-180°, 0°[, xrad lcm' 9 P '
entdo x pertence ao 3.° quadrante. 1x1
=0,5rad
1 V2 2o 1
1+tg?x= o 1+ =
g cos? x ( 2 ) cos? x lrad __2em , logo a amplitude do arco é:
1 1 3 9 xrad 05cm
& l+i=—F"©-=—5— & cos’x= 05x1
2 cos’x 2 cos’x 3 ’ > =0,25rad
Como x pertence ao 3.° quadrante, entao
59,
]2 Ve
COSx =-— E——T- a 180° :1200
9 1 nrad xrad
sen?x+cos?x=1 < senx+==1 & sen?x==
3 3 Entao, x = 20m = x=2—n.
180 3
Como x pertence ao 3.° quadrante, entao )
T, . . .
Logo, —— é a medida em radianos da amplitude de
senx=- l=—i§. A 3
3 3 um angulo de 120°.
Entéo: b) 180° _ 135°
sen? (180° + x) — 3 sen (90° + x) + cos (270° + x) + nrad xrad
+sen? (90°-x) = Entio x— 135n o ro 3n
=sen?x -3 cosx—cos (90° + x) + cos? x = ' 180 4

12 AS‘\ Expoente”« Dossié do Professor



Logo, 34—n ¢ a medida em radianos da amplitude de

um angulo de 135°.

180° _ 150°
nrad xrad

=~ __150m _b5n
Entao, x= 180 & x= 65

Logo, %—n € a medida em radianos da amplitude de

um angulo de 150°.

4 180° _ 200°

nrad xrad
Entdo, x= 200m = le.i
' 180 9

Logo, 18—n ¢ a medida em radianos da amplitude

de um angulo de 200°.

o 180° _ —7Qe

nrad xrad
= _ —10rn _ In
Entao, x = 180 BRET

Logo, - % é a medida em radianos da amplitude

de um angulo de -70°,

60.
180
nrad 2% g
180 x 2?"
Entdo, x = < x=120.

T
Logo, 120 é a medida em graus da amplitude de

A 2n .
um angulo de —— radianos.

3
180° x°
b =
) nrad _ 9T rad
180 x (— 5?“)
Entdo, x= & x=-300.

Logo, -300 ¢ a medida em graus da amplitude de

um angulo de —5—; radianos.

o 180° _ x°
nrad 76_75 rad
180 x 76—"
Entao, x = < x=210.

m
Logo, 210 é a medida em graus da amplitude de

um angulo de 76_n radianos.

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

d

e

180°  x°
nrad 3¢
°T rad
" ;
180 x —45
Entdo, x= & x=135.

T
Logo, 135 é a medida em graus da amplitude de

A 3n .
um angulo de —— radianos.

4
180° _ x°
nrad —Sanad
180 x -57“)
Entdo, x= - & x=-225.

Logo, —225 é a medida em graus da amplitude de

A 5T .
um angulo de ——— radianos.

4
180° _ x°

nrad 1lrad

Entdo, x = % & x~573,

Logo, 57,3 é a medida aproximada em graus da
amplitude de um angulo de 1 radiano.

61.

a)

45°

a=360°-90°-90°- 45°=135°

180° 135°

nrad arad

Entdo, a= 135w = a=3—n.
' 180 4

Logo, a= STn rad.

b < 30° D

a=180°-30°=150°

180°  150°

nrad arad

Entdo, a= 150m = a=5—TE
' 180 6

Logo, a= 56—n rad.

b =30°
180° _ 30°
nrad brad

~ _30n _T
Entao, b——180 & b= 5
Logo, bzgrad.

1B



c)
0= 360° - 60° - 60° — 1200
2
180¢° _ 120°
nrad arad
- _120= _2n
Entdo, a= 180 & 0= 3

Logo, a= 2 rad.

3
_ 60° _ono
b= ” 30
180° _ 30°
nrad brad
~ _30n _ T
Entao, b_—180 & b= 6

Logo, b =% rad.

62.
180° _ x°
nrad lrad
Entao, x = %: 572958,
1° _0,2958°
BOY yY
Entdo, y= mzﬂ,mg
10748
60” le
Entao, z=Mz 45,

Logo, 1 radiano corresponde aproximadamente a
57°17' 45" .

180° x°
b) nrad T
E rad
180 x %
Entdo, x= ~16,3636.
1° _ 0,3636°
60’ y'
Entdo, y= wz 21,816.
1" _ 081
60” ZH
Entao, ZZMz 49.
Logo, —— radianos correspondem aproximada-

mente a 16° 21' 49",

"

c)

180° _ x°
nrad br

7
180 x 9%

rad

Entdo, x = =~ 154,2857.

T
10 0,2857°

601 - yv

Entdo, y= 0,28517 x 60

=17142.

1" _ 0142
60” le
0142x860 _

1 9.

Entéo, z=

6m . .
Logo, - radianos correspondem aproximadamen-

tea 154°17' 9"

d 180° _ X0
nrad 10,4 rad
Entao, x = 200X104 55 6761,
1° _08761°
GOY yY
Entéo, y:%ixﬁoz 52,566.
1 _ 0566
60” Z”
Entao, Z:Mz 34.

Logo, 10,4 radianos correspondem aproximada-
mente a 595°52' 34" .

63.

a)

b)

c
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64.

a13n=6x2n+7 -13n=-6x2n-=
Ora, = e —-m correspondem a angulos com o
mesmo lado extremidade, logo 13t e -13m corres-
pondem a angulos com o mesmo lado extremidade.

b) 2016% = 1013 x 2n
Ora, 0 e 2m correspondem a angulos com o
mesmo lado extremidade, logo 0 e 2016xm corres-
pondem a angulos com o mesmo lado extremidade.

n 3n
o) =2n+ —
2 2
T 3 .
Ora, 5 e o nao correspondem a angulos com o
mesmo lado extremidade, logo e I nao corres-

2 2
pondem a angulos com o mesmo lado extremidade.

32n 21 4w _2n
d) 3 —5><27:+—3 3 +2n——3
47 32n n
Logo, 3 e 3 correspondem a angulos com

0 mesmo lado extremidade.

15n _n 109r _3n
e)- 4 +2><2n—4 4 +14x2n= 4
157n 109t . R
Logo, -, €-—, ndo correspondem a angu-

los com 0 mesmo lado extremidade.

25m _T 2018m _T
f) 5 —2><2n—6 =5 168 x 2n 3
2571 2018m . n
Logo, 5 e 6 nao correspondem a angu-

los com 0 mesmo lado extremidade.

65 2n _2x05x™ o y= 18n
" 18 x 2n

A distancia percorrida foi de 9 metros.

Inx =
GGQ_TCZM @xziz o =
T x r 10m 10
2
A amplitude do arco AB ¢é 1“—0 radianos.

67.2%=& = x:w < x=90

X

A drea do setor circular é 90 cm?.

2t r’m _r? 5 _
68. T —4n(:>4—4<:>r—16
2

Logo, r=V16=4.
O raio do setor circular é 4 cm.

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

n_ 2m 2—n=4r r2=4r
o kg o
2 e &
2n_r'm 2 _
o X o
rP-4r=0 (r(r-4)=0 r=0vr=4
=Y
(= [ & Jimpossivel
r=4 S r=4
e, = ) =
T T T
o “~ 16 “~3

O raio da circunferéncia € 4 cm e a amplitude do

, T .
arco é 3 radianos.

10.
a)-2 cos (56—75) +sen (%E) -tg (H) =

3
=-2cos (n—%>+sen (275—%)—’(9 <9n+g>:

(gl

S2x V3 V25 V2

b) sen (F) + cos( ﬁg) =

a1
;n,\,’

Il

(%)

()

5
 ~
o|a
~ —

|

Q

(@]

wn
—
w|
~

Il

S
2 2
=0
201 INE AN
c)oos( 3 >+tg< . )—

- _r T\
—cos(?n 3>+tg<3n 4>

onfe3)oul-2)

21 11n INE AN
d) sen (—?)— 2 cos <—?)— 3tg (?> =

—con [2E) _ EECAN _T
= sen(3> 2005( 6) 3tg(2n 6)

15



— —sen (n—§> 2 cos <2n—g)+3tg(6)
o sl

=—\/§—2x\/§+3x\/§:

2 2 3

b (sl 2 w2
-sen(4n+ ) s oos (2] 1 3m+ )
o 2)for- 3]
() (2] )

V2 V2 VB
2 2 3

\fz+§:

3V2+V3
3

n.

a) 2 sen (-x) + cos (- x) + cos E—x)=
=-2senx—-CcoSx+senx=
=-—senx-Ccosx

b) —cos (—x) +tg (n — x)+sen<72E )+sen (%_x>:

=-cosx—-tgx+cosx+cosx=
=-tgx+cosx

¢) 2 cos (—x+

+cos (—%—x)=

)—tg (—x) +sen (3m—x) +

2
=-2senx+tgx+senx-senx=
=-2senx+tgx

=-2cos (E—x>+tgx+sen (r—x) + cos <g+x)=

d) sen (x + 1) + cos (x —m) + sen (97”+x)=

T
=-senx +cos (m—x) +sen <§+x)=

=—-Senx—-CoSx+CoSx=
=—-Ssenx

e) cos (%"’x) Cos (m +x) + sen (6)2—n+x> cos (—%+x)+

+sen? (S i)+ cos? (x+ 2F) =
2 2
x)cos(%—x>+

= (-senx) (-cos x) — sen (% +

16

+sen? (%—x) + cos? (x +%) =

= sen x Ccos x — COS x Sen x + cos? x + sen? x =
=1

f) 2 sen (8n-x) + 3 cos (—x—lng)+2tg (-x + 200m) =

=-2sen x + 3cos (—x+ 2)+2tg (=x) =
=-2senx+3senx-2tgx=
=senx—-2tgx

2 cos x+3—7E + cos —E—x
2 2

g sen (m—x) + cos (m+x) + sen (—x) -

ronfgo)ronfie]

Senx—-CosSx—Senx

_2senx-senx _
B - CoSx -
senx _
cosx

=-tgx

7 13n I _
.COS(T+OL =3 ® cos E+oc

= —senocz—l = senoczl
3 3

Como sena>0 e oce] 3n [ entdo o perten-

2' 2
ce ao 2.° quadrante.

1\2
sen?a+coslo=1 < <§ +cos?o=1

1 8
=N coszoczl—g & coslo=—

9
Uma vez que o pertence ao 2.° quadrante, entdo
cos o =-— 8__ 2V2
9 3
1
_sena _ 3
cosa  2V2
3
2V2 4
Entao:

cos (-4m— o) — 2 sen <%+oc)+tg Br-o) =

=cosa-2coso-tgo=

=-coso-tga=
(B
V2 Vi Vi
3 4 12
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Btgn-o)=2 @ tgo=2 & tga=-2
Como tga<0 e o € _%%[ entdo o pertence

ao 4.° quadrante.

2 1
& costo=—

l+tgza:coi20t o 1+4=

(@3]

cos? o

Uma vez que o pertence ao 4.° quadrante, entao

cosocz\/izﬁ
5 5 °

1
sen?a+costo=1 < sen20c+§=1

= senzoc:l—% = sen20c=%

Uma vez que o pertence ao 4.° quadrante, entdo

4 /5

seno=-\ /o=

Entao:

sen (32—“— oc) +1g (~a) +sen (n+ o) =

T
=-sen (§—oc)—tgoc—senoc=

=-coso-tga-sena=

:_ﬁ+2+ 2V5 _ V5+10

5 5 5
14,
a (1+tg(m+0))? _ (1+tga)? _
1+tg? (-0 1+tg2a
_1+2tgoc+tg;;20c_1 2tgo. _
= 5 =1+ 5 =
1+tg° o 1+tgea
o Seno
2
“14 ccisoc 14 2senacos‘a _
oS o,
cos? o

=1+2sen o coso

2 sen(% - oc) cos(g - oc)
b) -

__2cososeno _
1+cos?o—sen?a cos? o+ cos? o
sen o
= — :—t :t —
oso 9o g (-o)
15.
al Seja M o ponto médio de [AB].
OM=3 L
_AM _ AM
tg(n—a)——m & tgoc——3
@m=—3tgu
cos(n—oc)—o——M (:)—cosoc—i
- 0A - DA
o 0A=- 3
Cos o

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

Logo, o perimetro do tridngulo [OAB] é dado por:

3 6
2x (= 2x (- =- -
x(-3tgo) + x( cosoc) 6tga o

b) cos 3_n+x =2 & —cos [E+x _2
2 5 2 5

<:>senx=2
5
2\2
sen?x+cos?x=1 & <§> +cos?x=1
4 21
2y =1-—— 2, -4
& coscx=1 25(:»005x x5

Como x € }% n[, tem-se que:

COSx =— E_—i
YW 5
2
tg e SENX _ S 2 2va
9% Gosx V21 o1 21
5
Entao
Btgx-—0 = px(- V) 6
cos o 21 V21
5
_12v21 N 30V2l  42V21 — 71
2 21 21
Unidade 5 - Funcdes trigonométricas
Péaginas 66 a 91
76.
a)f(x)=senx-1
D;=R
-1<senx<1,VxER & -2<senx-1<0,Vx€ER
D’f=[—2,0].

fx)=0 & senx-1=0 < senx=1

& x=%+2kn,k€ Z
Logo, os zeros de f sao da forma % +2kn, ke Z.

b) g(x) =3 senx
Dy=R
-1<senx<1,Vx€R & -3<3senx<3,VxER
Logo, Dy =[-3, 3].
glx)=0 & 3senx=0 < senx=0
& x=kn, kKEZ
Logo, os zeros de g sdodaforma kr, k € Z.

17



¢) h(x) =2 -sen (%)
Dh=|R
—ISSen<%)sl,VxelR ‘

= 12—sen(%>2—l,VxEIR
o 322—(%)21,Vx€||:§

Logo, D}, =11, 3].

h(x) =0 2—sen<%)=0 & sen(£>:2

Eq. impossivel
Logo, a fungdo h nao tem zeros.
d)i(x) = 2 sen? <3x ¥ %) -5
D;=R
0<sen? <3x+—z>sl,VxEIR

- 0325en2(3x+—25>52,VxE|R

o —5525en2<3x+%>—55—3,Vx€|R
Logo, D';=[-5,-3].

i)=0 o 25en2(3x+—25>—5=0

5

2 T\_2
& osen <3x+4) 2

Eg. impossivel

Logo, a fungao i nao tem zeros.

Tl.
1

a)f(X)_SenX

Di={x € Risenx#0} =[x € Rix#kn, k € Z]
_ 1 1

f(=x) = sen () senx f(x), V x € D¢

Logo, fé uma funcao impar.

X

bl glx) = senx+1

Dy={x€R:senx+1=0}=

={x€|R:x¢32—n+2kn,kEZ}

Calculo auxiliar

senx+1=0 & senx=-1 & x=%+2kn,kez

()=
g sen(-x)+1 -senx+1

Assim, existem valores reais para os quais
g(—x) = g(x) e g(—=x) =—-g(x), logo g nao é uma fun-
cao par nem impar.

18

Sen x

¢) hix) = o

D, ={x € R: 2x#0}=R\ {0}
_sen(x) _ —senx _ senx

h(=x) =
2 X (=x) —2x 2x
Logo, h é uma funcgdo par.

=h(x), Vx € D,

18.

a) f(x) =1+ cos x
D;=R
-1<cosx<1,Vx€ER
0<l+cosx<2,Vx€ER
D} =0, 2]
fx)=0 & 1+cosx=0

< cosx=-1

S x=n+2km ke ”Z
Logo, os zeros de f sdo daforman+ 2kn, k€ Z.
b) g(x) =-5 cos x
Dy=R
-1<cosx<1l < -5<5cosx<5
< 52-5c0sx>-5
Logo, Dy = [-5, 5].
glx)=0 & -5cosx=0 < cosx=0
@x=%+kn,kez

Logo, os zeros de g sao da forma %+ krn, ke Z.

c)h(x)=3—cos(%>
thlR
=1 < 1 < > 1 >
l_cos<2>_l(:>l_ cos(2>_ 1

= 423—005(%)22
Logo, D'y, =[2, 4].

h(x) =0 & 3—cos<%)=0 & cos(%>=3

Eq. impossivel

Logo, a fungdo h nao tem zeros.
d) i(x) = -1 - 2 cos? <3x + —Z—)
D,‘ = |R
050052(3x+—2)51 = 0520052(3x+—2>§2

& 03-2 cos? (3x+—2—) > 2

< -1>-1-2cos? (3x+—2) >-3
Logo, Dj=[-3,-1].

i)=0 o —1—2cosz<3x+§>=o
1

2 Ty__41
& Cos (3x+4> 2

Eqg. impossivel

Logo, a fungao i nao tem zeros.
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1
a)f(x)_COSX
Df=[x€IRscosx¢0]={xEIR:xik7n,kEZ}
flox) = ———=—— = (v, Vx € D

cos (—x)  cos x

Logo, a fungdo fé uma fungao par.

b) g(x) = —
hg(x) COS X
Dg:{xEIR:COSx:tO]:{xEIR:xikz—n,kEZ}
—X X
) = - =—g(x), Vx€ED,
9t=) cos (—x) COS X g, v x € Dy

Logo, a fungdo g é uma fungao impar.

¢) h(x) = sen x + cos x
D, =R
h(-x) = sen (=x) + cos (—x) =—sen x + cos x
Assim, existem valores reais para os quais

h(=x) # h(x) e h(-x)
cao par nem impar.

#-h(x), logo h ndo é uma fun-

80, di(t) = 40 - 15 cos (%t)

al d(2) = 40 - 15 cos (%") - 40-15 cos (-}) _

— 40— % ~29 4

Passados 2 segundos do inicio do movimento, a
bola encontrava-se a uma distancia do chao de
aproximadamente 29,4 cm.

b)—lScos<%t)sl - —15315cos(%t)315
& 15>-15 cos (g) >_15

@55240—15cos(%t)225

A distadncia maxima da bola ao chdao é 55 cm e a
distdncia minima é 25 cm.

81
a) f(x) = tg (3x)
Dy Z{xE R: 3x¢g+kn,ke z}z

:{xEIR:x¢%+%€,kEZ}
Di=R
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bl g(x) = tg (g) 1

Dgz{xelR:%:t%wn,kez}:

={x€R:x=n+2kn k € Z}

Dy=R

&) hix) = tg? <2x N %) 2

DhZ{xE|R:2x+%¢%+kn,kEZ}=

Z{xelR:xig—g+k2—n,k€ Z}

t92(2x+%)20 o t92(2x+%>—22—2

Logo, D'y = [-2, +oo[.

82.
a) f(x) = sen (3x)
f(x+23—n)=sen (3 (x+23_n)> =sen (3x + 2m) =
=sen (3x) =f(x), VxR

Logo, f é uma funcao periddica de periodo 2_15.

3
b) g(x) = cos <%>
g(x + 10m) = cos <X+5ﬂ> =Cos (% + 27r> =

=cos (%) =gx), VxR

Logo, g é uma funcdo periddica de periodo 10m.

&) hix) = tg <2nx +§>

e d) =t (2n s+ 2)+2)-

~tg <2nx+n+§>=tg <2nx+§)=h(x),vxenh

Logo, h é uma funcéo periddica de periodo %

83.

a) Seja M o ponto médio de [PQ].
ﬂ4 =V/2 cos o
OP=V?2sena

Logo, a drea do triangulo [PQO] é dada por:

2V2 cos o.x V2 sen o -9
> =2 sen o. cos o
2n_(\/§)2n 3
—= xX=0o
o x
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Logo, a rea do setor circular é dada por o.
Assim, a area da regido sombreada é dada por:

o+ 2 sen o cos o = f(or).

b) .

y

a 1,0‘47

NjaF----e oo
=

Logo, o= 1,047.
84.

(\/5)_

a) arcsen - )=

bl ( ﬁ)— s
arcsen —T =-

¢) 5 arcsen (—1)=5><(_§):_5_TE

d Ty\_T
) arcsen (sen 5 ) 5

85.

a) arccos ﬁ =T
2 6

b) arccos —ﬁ _3n
2 4

¢)-2arccos (-1) =-2xm=-2n
T\_Tm
d) arccos (cos 2) =5

e) cos (arccos 0) =0

86.
a) arctg (-1) =—-

T
4
b) arctg (V/3) =%

¢) arctg (-V3) =- g

d) arctg (tg %) =%

81. cos (arcsen %) +arctg (sen %) =

—cos [® _V3.=m
—cos<6>+arctgl— 2 +4

20

V2

88. senx = 5 & senx= sen(Z)
a)Em[ %] =-

b) Em [0, ], ng ou x=n——2—=3—Z.
¢)Em [0, 2x], x=—Z— ou x=n——z=§4£.

d) Em [r, 2xt], nenhum valor de x satisfaz a condigéo.

T, _9n _3n ., _1rn
e)Em [r, 3], x= 4+2n— L ouxX= +2n= 4

89.
a) sen x = sen (—ﬂi)
7

PN x=—’75+2kn v x=n——’7‘—+2kn, kez

o x:—;—+2kn v x=67—"+2kn. kez

b) sen <3x + %) =sen (%)

N 3x+%=%+2kn v 3x+%=n—%+2kn, kez

__3n st
& 3x= 10+2k1t v 3x 10+2ch, keZ

__m  2kn _ m , 2kn
& x= 10+ 3 VX lO+ 3 ke ”Z

¢) sen (2x) = % & sen (2x) =sen (g)

N 2x=%+2kn v 2x=n—%+2kn, kez

& x=%+kn v x=%+kn, keZ

d) 2sen?x-senx=0
< senx(2senx-1)=

0
1
< senx=0 v senx=§
T
< senx=sen0 v senx=sen (E)

& x=kn v x=%+2kn v x=n—%+2kn, kez

& x=kn v x:%+2kn VvV x= %+2kn, ke”Z

B V3 _ T
90.c05x—7 © cosx=cos |

6
b) Em [0, 7], ng.

a)Em [o,%], x=L

_T g F_1ln
¢)Em [O,2n],x—6 ou x=2mn 5~ 6
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dEm [-m, «], x=2 ou x=-ZL

6 6
e) Em [r, 3x], xZQE—%:l]‘?ﬂ: ou
x=2n+%=lg—n.

flEm R, x=%+2kn,k€Z ou x=—%+2kn,k€Z.

91.

a) cos (3x) = cos (f—0>

_ T __ T
(:)3x—10+2k1tv3x 1O+2kn,kEZ

L +zﬂ v x=—i+2ﬂ,kez

S 3073 30 3

b)cos?x=1 < cosx=1 v cosx=-1
S x=knm ke ”Z

G)%COSXZI & cosx=2

-
Eq. impossivel

d) 2 cos? (2x) =1 < cos? (2x) :%

(:»cos(Zx)=—2 vcos(2x)=—ﬁ
2 2
_n_ kn __T kn
<:2x—4+2,k€Zv2x 4+2,I<EZ
@x:%+%,kEZVx=—%+an,k€Z
92.tgx=\/§<:>tgx=tg(%>
T T
a)Em [0,2],x—3.
b) Em [O,n],x=%.
_z o R4
¢)Em [O,2n],x—3 ou x—1t+3 3"
_T o T 2n
d)Em [-2r, =], x=3 ou x= n+3 3 ou
x=—2n+%=—53—n.

e Em R, x=%+kn, ke Z.

93.

altgx=-V3 o tgx=tg (—%)

& x=—%+kn, keZ
T T
b) tg (2x)=tg<x+g> =3 2x=x+€+k7r, keZ
T
= x=§+kn, ke”Z

ctg?x-1=0 < tg?x=1
n  kn

S tgx=1vigx=-1 X:Z+7' keZ
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94.

a) f(x) = sen* x — cos* x =
= (sen? x - cos? x) (sen?x + cos? x) =
=sen?x-(1-sen?x) =
=sen?x-1+senZx=
=2sen?x-1

b f(x)=0 & 2sen?x-1=0

, 1 V2 V2
& Sen“x=— & Ssenx=— Vv sSsenx=—""—
2 2 2
@x:£+ﬁ,kez
4 2

c)sen?x=0 < senx=0
S x=knm ke ”Z

dlsen?x=1 < senx=1 v senx=-1

@xz%ﬂm,kez

95.
aT(t)=17 & 17+ 4 cos (%):17
n(t+7)) _
= cos(—12 ) 0
nt+7) _m
= BT —2+kn,kEZ

o n(t+7)=6n+12kn, ke Z
S t+7=6+12k ke ”Z
o t=-1+12k, ke Z
Se k=1, entao t=11.
Se k=2, entdo t=23.
Logo, a dgua esteve a temperaturade 17 °C as 11 h
eas 23 h.

a)cosx=0,7

Calculo auxiliar
cos1(0,7)=0,80

Entdo, x = 0,80 + 2kn v x=-0,80+ 2kn, k € Z.
Se k=0, entdo x=0,80rad ou x=-0,80rad e

. T T
ambos os valores pertencem ao intervalo [— o 5]

b) sen (2x) =%

Calculo auxiliar

sen (%) ~ 0,64

Entao:
2x=0064+2kn v 2x=n-064+2kn, ke Z

Ou segja:
2x~0,64 +2kn v 2x=250+2kn, kEZ
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Pelo que:
x=032+kn v x=125+kn, ke ”Z

Se k=0,entdo x=0,32rad ou x=125rad, e

ambos os valores pertencem ao intervalo [— o 5]

¢)tg (3x) =-1,2

Calculo auxiliar
-1(-1,2) =-0,88

Entao:
3x=-0,88+km, ke”Z
Ou segja:

=-0,2
X 09+3

Se k=1,entdo x=0,76 rad € [0, x].
Se k=2,entdo x=1,80rad € [0, «t].
Se k=3,entdo x=~2,85rad € [0, «].

ke”Z

91.

a)2cosxtgx=-tgx
< 2cosxtgx+tgx=0
< tgx(2cosx+1)=0

< tgx=0 v cosx=-=

& x=km v x=23—n+2kn v xz—%c+2kn, keZ

Se k=0,entdo x=0(€ [0, 2r]) o
2n 21
x=S5(€ [0, 2n)) ou x——?($ [0, 2]).
Se k=1,entdo x== (€ [0, 2x]) ou
x= 83? (& [0, 21]) ou xz%"(e [0, 2]).
Se k=2,entdo x=2xn (€ [0, 2x]) ou
= 1;”“ (€ [0, 2]) ou x=%(e [0, 2x]).
_[q 2n _ 4m
Logo, c.s._{o, o ,2n}.

b) -3 sen <2x+%) =3

& sen <2x+%) =-1

& 2x+%:32—n+2kn keZ

13w
2x=——+2kn, kEZ
o 2x 10 + 2km

13n
=——+kn, kKEZ
o ox 20

- n
k=-1, =- & -r, 2n).
Se entdo x 0 ]-r, 27]

Se k=0, entdo x =123—0n € |-n, 2n).

2

Se k=1, entdo x—£ € |-=w, 2x].

20
_[_7n 13n 33n
Logo, C.S.—{ 20' 20 ' 20 }
¢) sen <£> =-senx
2

& sen <%) =sen (—x)

N %=—x+2kn v %=n+x+2kn, kezZ

3; =2kn v —%=n+2kn, kez
& 3x=4kn v x=-2n+ 4k, kE Z
= x_4_13<)7t vV X=-2n+4kn, kE Z

Se k=0, entdo x=0 (¢ [0, 2x]) ou
x=-2r (& [0, 2x]).

Se k=1, entdo x-fs— (e [0, 27)) o
x=2n (e [0, 2x]).
Logo, C.S. = {0 4—3“ 215}.
d) cos (2x) =-cos x
< c0s (2x) = cos (T —x)
& x=n-x+2kn v 2x=-n+x+2kn, ke Z
o 3x=n+2kn v x=-n+2kn, kKEZ
T 2Km

& ox :§+T vx=-n+2kn, ke ”Z

Se k=0, entdo x== (e [-m, «[) ou

wla

x=-7 (e [-x, x[).
Se k=-1, entdo x=—§(e [-mt, ©[) ou
x=-3n (& [-=, n]).

T T
Logo,CS.={-nn,-—, =%
ogo, C.S {n 3 3}

98. cos?x+2senx=2
o 1-sen?x+2senx=2
& -sen?x+2senx-1=0
& senZx-2senx+1=0
& (senx-1)2=0
< senx-1=0
< senx=1

N x=%+2kn, kezZ

99,
V72 e
alsenx> —— & senx>sen|—
2 ) 4
y
3n d
4 4
o x‘
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Uma vez que x € [0, 2xn], entdo C.S. =]

b)COSxZ% & COS X > COS (g)

A

y

w3

0=2n

5n
3
Uma vez que x € [0, 2x], entdo

Cs.= [0%} U [%" , 215}.

1 2T
< —-— <
¢) cos x < 2 = COSx_COS< 3)

A

4n

3

Uma vez que x € [0, 2x], entdo C.S. = [

dtgx>V3 o tgx>tg(g>

A

n
Y12

wla

Uma vez que x € [0, 2x], entdo

[U}Zm 3n

T T 4 3n
3" 2|

CS = :|§, 5

100.

a)senx < 72 A cosx >0

T T
& Ssenx<sen (Z) A COS x 2 COS (E)

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

n 3n
4" 4|

A

0=2n

31
2

Uma vez que x € [0, 2x], entdo

T 3n

CS = |:0, Z 2

|

Suy 2n].

btgx>0 A tgx<1 < tgx>tg0 A tngtg(%)

A

y

L
4

5n
4

Uma vez que x € [0, 2x], entdo

_fam 5
CS.= [O, 4] V) [n, 4 ]
2n  Am \/3
3' 3 ¢) Isen x| < —~

T
& Isenx| <sen (§>

T T
& —Ssen (g) <senx<sen <—

w3

0=2mn

2 V]
3
T
o)
4n
3

5n
3

Uma vez que x € [0, 2x], entdo

I

CS.= [0, 3

o

3'3

2n 41

T4

S?R, 275].
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Aprende Fazendo
Péginas 96 a 114

2,3
tg 20°
Logo, x = 6,32 metros.

1tg20°0= 22 o x=
X

A opcao correta é a (A).

2.-2018°=-6 x 360° + 142°
O lado extremidade de um angulo de amplitude
—2018° pertence ao 2.° quadrante.
A opcao correta é a (B).

3. P(2 cos 120°, 2 sen 120°) =

() 7)

= (-1, V3)

A opcao correta é a (C).

%=n+£loo£e9—nnéocorresondema
"8 g %9 g ¢ g P

angulos com o mesmo lado extremidade.
T

B b ™ g & e — 19 orrespon-
10 10 °% 10 10 °

dem a angulos com o mesmo lado extremidade.

m_, . T LA £ B
2 =3mn + 2,logo 2 e 2 nao correspondem a

angulos com o mesmo lado extremidade.

2016n 2016n e T
6 6 6
dem a angulos com o mesmo lado extremidade.

A opcao correta é a (B).

= 351m, logo nao correspon-

B.senl<sennm < senl<0 éuma afirmacao falsa,
uma vez que o angulo de amplitude 1 rad é um angu-
lo do 1.° quadrante, pelo que o seu seno é positivo.
cos 2 > cos 1 é uma afirmacao falsa, uma vez que
0s angulos de amplitudes 1 rad e 2 rad sao angulos
do 1.° quadrante e, neste quadrante, o cosseno ¢é
decrescente.
cos2>cosTm < cos2>-1 éuma afirmagao ver-
dadeira.
tg 3 > 0 ¢é uma afirmacgédo falsa, uma vez que o
angulo de amplitude 3 rad é um angulo do 2.° qua-
drante, pelo que a sua tangente é negativa.

A opcao correta é a (C).

6. sen (— % —x) =-sen <% + x) =-cos x. Uma vez que

xE ]—n , —%[ entdo cosx <0 e, portanto, —cos x > 0.

sen (24w + x) = sen x. Uma vez que x € ]—n , —%[

entdo senx < 0.

24

Umavez que x € }—fn,—%[, entdo tgx>0.

Ccos (% + x) = -sen x. Uma vez que x € :|—TI: ) —%|:,

entdo senx <0 e, portanto, —senx > 0.
A opcgao correta é a (B).

oT 5n m\
1. cos <?>+sen <——6—>+tg <_T)_
- AN T T\
—cos(2n 3> sen(n 6) tg(n 4>

—cos [T\ con (& m_1 1 4_
—cos<3> sen(6)+tg<4> 2 2+l 1

A opcéao correta é a (B).

8. cos (—%+oc) cos B =cos (%—oc) cos B=sena.cos 3

3n -
Como m<ao< - entdo sena<0.

£<[3<O,entéo cos B > 0.

2
Logo, sen a.cos B <0 e a afirmacao é verdadeira.

Como -

3n
sen (- - o) cos <—7— oc) =

3n b
=-sen (T + o) cos (7 + oc) =senao <—cos (5 + oc)) =

3rn -
=sen o sen o Como m<a< o entdo sena < 0.

Logo, sen o sen o> 0 e a afirmagao é verdadeira.

-sen <%+oc)—cos[3=—sen (32—n+(x>—cos[3=

=sen <%+oc>—oos[3=cosoc—cos[3

3n -
Como m<a< o entdo cos o< 0.

Como —%< B <0, entdo cospB>0.

Logo, cos a.—cos B < 0 e a afirmacéo é verdadeira.
“tg(n-o) <-tg (-f) & tg(m+a)<tgP
otgo<tgP

Como m< oc<37n. entdo tg o> 0.

Como —%<B<O, entdotg f < 0. Logo, tg o> tg B

e a afirmacéo é falsa.
A opgao correta é a (D).

9. Uma vez que o é um angulo do 2.° quadrante e B
¢ um angulo do 3.° quadrante, tem-se que tg o <0
e tgP >0, peloque tga<tgp.
Uma vez que o é um angulo do 2.° quadrante e
€ um angulo do 3.° quadrante, tem-se que sen o >0
e cos 3 <0, pelo que sen o > cos P.
Uma vez que B € um angulo do 3.° quadrante, tem-
-seque tgB >0 e cos P <0, pelo que tg B > cos P.
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Uma vez que o € um angulo do 2.° quadrante e B
€ um angulo do 3.° quadrante, tem-se que cos o< 0
e sen B <0, pelo que cos o.+sen 3 <0.

A opcao correta é a (B).

10.-1<cos(nt)<1 < 4<cos(nt)+5<6
Logo, a distancia do centro da rolha ao fundo do
lago varia entre 4 metros e 6 metros.
A opcao correta é a (A).

11-t92x=1 P tgx:l Vi tgx:_l PN x:_T£+k_TC

4"
kez

Ent&o, no intervalo [0, ?)2—“[ a equagao tem trés
solugdes: —~ 3 e on

QRS T Ty
A opcao correta é a (C).

12. A afirmacéo (I) é falsa porque o valor do seno e o
valor do cosseno sdo sempre menores ou iguais a 1.
A afirmacéo (Il) é falsa porque no 2.° quadrante o
cosseno é decrescente.
A afirmagao (lll) é falsa porque sen 30° + cos 30° =

1 V3

:E+T¢1.

A opcao correta é a (A).

13. Os lados extremidade dos &ngulos de amplitudes
300° + k 180°, k € Zj situam-se nos 2.° e 4.° qua-
drantes.

A opcao correta é a (B).

14, Para que tg 6 x sen 0 < 0, entdo o lado extremida-
de de 6 terd de se situar nos 2.° ou 3.° quadrantes.
800° = 2 x 360° + 80°, pelo que o lado extremida-
de deste angulo se situa no 1.° quadrante.

-440° = -360° - 80°, pelo que o lado extremidade
deste angulo se situa no 4.° quadrante.

690° = 360° + 330°, pelo que o lado extremidade
deste angulo se situa no 4.° quadrante.

-530° =-360° - 170°, pelo que o lado extremidade
deste angulo se situa no 3.° quadrante.

A opcao correta é a (D).

1.

a)D={oo€R:cosa#0 A 1+seno=0]}

Calculos auxiliares
ccosa=0 & ocz%+kn,k€l

*l+seno=0 @ sena=-1 & oc:37n+2kn,kEZ
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Logo, D={ocEIR:oc¢%+kn,k€Z}=

=|R\{—g+kn,kez}.

A opcao correta é a (D).

l+sena COS O
b) +

cos o l+seno
_l+sena COS 0! l-sena
Cos o l+sena l-sena
_1+sena  coso(l-seno)
oS o 1-sen?o
_cos ol +sena)+cosofl-sena)
cos? o B
l+seno+1l-seno = 2

Cos o "~ cos o

A opgao correta é a (A).

16. sen o > Atgo<0

S senochen(%) Atgoa<tgO

NI

T 21
Logo, o € |-, —|.
0go, o ]2 3]
A opcéo correta é a (D).

17.Se sen o x cos o > 0, entdo o é um angulo do 1.°
ou do 3.° quadrantes. Se x; <xy = COS x7 < COS Xy,
entdo o cosseno é crescente, e isso acontece no
3.° e no 4.° quadrantes. Logo, o é um angulo do
3.° quadrante, onde o seno é decrescente.
A opcéo correta é a (B).

B.o+B=n o a=n-p
Bry=F o 4= _p
2 2
Assim:
cos o+ cos f+seny=

= cos (t-P) +cos B+ sen (32—n—[3>:

=-cos B +cos B-sen (%—B)z—cosﬁz
=-Cos (M- ) =

25



=Cos

A opcao correta é a (D).

=1 & cosx=1v cosx=-1
S x=2kn v x=n+2kn, ke ”Z
S x=kmke”Z

A opgao correta é a (B).

19. |cos x|

20. f(x) = cos(2x)
Maximizantes de f:
cos(2x)=1 & x=2knk€”Z < x=kn, ke ”Z

Minimizantes de f:
cos(2x)=-1 & x=n+2kn ke ”Z

S x= % +kn ke ”Z
No intervalo ]0, 2x], a fungdo f tem 4 maximi-
zantes e minimizantes. Assim, no intervalo ]0, 50x]
terd 4 x 25 = 100 maximizantes e minimizantes,
mas um deles é 50m. Logo, no intervalo ]0, 50,
a funcdo f tem 99 maximizantes e minimizantes.
A opcao correta é a (B).

21, arcsen (sen 5—71:) —arccos (sen (— E)) =
3 3

o (g7 s (57

= arcsen —T —arccos(——— | =

A opcao correta é a (A).

22.
a)senoc—i———' cosa—izé;tgazﬁzi
10 5 10 5 6 3
sen 3cos —i:it _6_3
TS0 5T 9T
b) Segundo o Teorema de Pitagoras:
AC*=102+122 & AC* =244
Logo, AC=V?244=2V61.
_ 12 @Vel1,
seno = el =51
COS()L:L:S— ”61-t 0c=£=§
Vel el 0%T10 5
seny=——2_ _ 5V6L,
Y= Vel 61 '
__ 12 6\/ 10_5
05 1= Ve T e 91T 127

26

¢) Segundo o Teorema de Pit4goras:
152=AB’+122 < AB’=81

Logo,@zg.

senoc:£=i; cosozz—=§;tgoc=£=i
15 5 15 5 9 3

seny:izi; cosyz—:i; t =i:—3—
15 5 15 5 12 4

d) Segundo o Teorema de Pitagoras:
172=BC* + 8% < BC’ =225

Logo,@zl&
senoa—E cosoc—it oc—l—5
17’ 17 9% 3
sen —i' cos —Et = 8
LTI R A T R AT

2.seno= % logo o.=sen™t (%) ~53,1°,
12 12 o
cos Y= 13 , logo y=rcos~ (13> 22,6°.

7 7
tgo=—,1 0=tg! (=) =54,5"
g9 5 0go g9 <5)

24. Seja h a altura do pinheiro.
h
00— = [0}
tg 60 32<:>h 3,2tg 60

Logo, a altura do pinheiro é de aproximadamente
5,54 metros.

2. tg 30° = B¢ BC=150tg 30°
150
 BC=150x \3@ «BC=50V3
A_C _ _
tg 45°= —t= & AC=1501g45° & AC=150

Logo, AB = AC - BC = 150 - 50V/3 metros.

26. Seja x o comprimento da escada e seja o 0
angulo que a escada faz com o chao.

cosazﬁ < coso=0,1
X

Logo, o.=cos™(0,1) = 84°.

o MB MB
2]. tg (MAB) = —_B tg (MAB) B
~._ MB iy L
S tg (MAB) = DX IME < tg (MAB) =

Logo, MAB = tg! (%)
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- TB A

tg (CAB) = == & tg (CAB) = B

2CB

S tg (CAAB) =

N|—=

Logo, CAB=tg! (%) = 300.

Assim, CAM = CAB - MAB =
1 1

=tgl(=|-tgl(=]|= 0

tg (2> tg <4) 12,50,

28.

a) O seno e o cosseno tém o mesmo sinal no 1.° qua-
drante (ambos sdo positivos) e no 3.° quadrante
(ambos sao negativos).

b) O cosseno e a tangente sdo negativos no 2.° qua-
drante.

¢) O seno cresce e o cosseno decresce no 1.° quadrante.

d) O cosseno e a tangente crescem no 3.° e no 4.°
guadrantes.

(I, (e 1617 _
29.M|guel.<5> +<5>—25+25 25:tl,oquecon

traria a Férmula Fundamental da Trigonometria.

Filipa: () + (V=2 ,16_25_,
PE\5) "\5) “25 "25 T 25

Logo, a Filipa tem razao.

30.

2
a)sen?2o+coslo=1 < (%) +cos?a=1

<:>00520C=1—%<300520L=§—;
. Va1
Uma vez que o é um angulo agudo, cos o= 5
2
bltg o= SENC _ 5 :LZZ\/ﬁ
Cos o @ V21 21
5
31
al+tg?a= 12 © 1+32=— <:>cos?oc=L
COS* O Cos” @ 10

Uma vez que o é um angulo agudo:

cos o= L _Vvio
V10 T 10

b)sen? o+ cos?a=1 < sen2a+11—0:1

< sen? oc=i
10
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Uma vez que o é um angulo agudo:

senazi—z 3V10
V10 10

32.

a) sen 45° x cos 30° - cos? 10° + sen 60° — sen? 10° =
= \25 X \gg + \ég - (cos? 10° + sen2 10°) =
_ V6 V3 ., _ VB+2V3-4

4 2 4
0 0)2 4 COS68° _
b) (sen 30° + cos 45°) +Sen 50
(1, V2 2, c0s@8°
2 2 sen (90° —22°)
_1, V2 1 cos68° _
4 2 2 cos68°
=l+ V2 +l+1=
4 2 2
_7, V2 _ 1+\V2
42 4

¢) tg 30° x tg 60° + cos 60° + tg 45° =

=%x 3+%+1=
1 5
=l+-+1=7
27T

tg 45° —tg 30°
2 o] 2 o] —
d) sen?12° + sen? 78 +1+tg45° tg 30°

1_§
=sen?12° + sen? (900—120)+—3 =
1+1x——
3
3-V3  3-V3
— 2 [o] 2 o] =
sen®12° + cos* 12° + 3:\3 X 33
1, 9-6V3+3 _
9-3
. 12-6V3 _
6
=1+2-V3=
=3-1V3
3. a
a)
T
6
@] x‘
n
6 13n . 2015n
"% 6

21



b) ¥ —2;*“ 2;*“ 180
137 n 2017z - =
4 773 @ "1 & P
x=617,1429.
0 x 01429 _ 1 | _60x01429 < y=8574
y 60
5n %ZL@2260X0,574<:>2234,44
T z 60
241 . .
) Logo, 7 radianos correspondem a, aproxima-
c
y] damente, 617° 8' 34",
_10=m b3
3 3
35. cos (— %) +1tg (-10m) - senz( )
9 * —c0s? (% + 2n> sen (54 )
= r_ —con? ()
P < isn cos (6 4n> +tg 0-sen (5)
3 3
—c0s? (Z)-sen (n+1|=
5 4
34,
0,5 0,5x180 o <%> o <Sen2 <g> * cos? (%)) Ten (Z
T X
o9t =—=n— =~ 28,6479.
a)x 1ag &% - logo x = 28,6479 :\é§_1+\£§:
06479 1 _ _
SO g0 © ¥ 0008479 & y= 38874 VB4VZ-2
0874 1 2

=— & z=60x0,874 < z=5244

z 60
Logo, 0,5 radianos correspondem a, aproximada-
mente, 28° 38’ 52".

b)Z:L _ 7x180
X

180 & *°

00705 _ L, | _60x00705 & y=4.23

vy 60

023 _1 o . _60%x023 < =138
z 60

Logo, 7 radianos correspondem a, aproximada-
mente, 401° 4' 14",

, logo x=401,0705.

10n 10r
x 180
c) H _ = (:}lel— logo
x 180 T ++08
x = 163,6364.
08364 _ 1 | _60x06364 < y=38184
y 60
0184 1

=— & z=60x0,184 < z=11,04
z 60

Logo, 110—1n radianos correspondem a, aproximada-

mente, 163° 38" 11",

28

A Carlota tinha razao.

36.

a) f(x) = (1-senx)?-
=1-2senx+sen?x-(sen?x-1)=
=1-2senx+sen?x-sen?x+1=
=2-2senx

b) D; =R
-1<senx<l © 2>-2senx>-2
S 422-2senx>0
Logo, D's= [0, 4].

cf(x) =0 & 2-2senx=0
< senx=1

N x=§+2kn,kez

3l

a)g(x) =sen?x+ (1+cosx)?=
=sen?x+1+2cosx+cos?x=
=sen?x+cos?x+1+2cosx=
=1+1+2cosx=
=2+2cosx=
=2(cosx+1)
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(senx+1) (senx-1) =



b) D, =R
*-1<cosx<]l & 0<cosx+1<2
< 0<2(cosx+1)<4
Logo, D'y =[O, 4].
*glx)=0 & 2(cosx+1)=0
< cosx=-1
o x=n+2kn, kEZ

2
ol+tg?a= 12 <:>1+(——>: L
cos? o

< cos? o -3
10

Umavez que o € ]32_75 Zn[, entao

coso= "= = 3V10
V10 10 B
Logo,g((x)=2(cosoc+1)=2< 3\1/010 +1)=
_ 3V1o 49
3 .

38.
a)thlR\{%Hm,keZ
tg?2x>0 & -tg?x<0 & 1-tg2x<1
Logo, D'}, = ]-o, 1].
B h(x)=0 < 1-tg2x=0
o tg?x=1
< tgx=1v tgx=-1
S x=—Z—+k1t v x=——2£+krc,kEZ

T km
=—+-—— ke
& x 45 Z

Se k=0,entdo x=— }——, [

a
a

~
N

a

- s
k=-1, ent =-—€ |-, 7.
Se entdo x 4 }2 [

- 3n T
k=1, === |- n.
Se entdo x 4 ] 2 n[

Logo, em ]— % n[, os zeros de h sdo =, -~

2 5 5
1\2
sen2o +cos?o=1 < (—g) +cos?o=1
2%

1
2 = _——— 2 = —
< cos‘o=1 25 & COS“ U 75

T 1 1
cJcos(=+oa)l== & -sena== o seno=-

l+tg2o= ooslzoc o 1+tg2o= %

=3 1+tgzoc=2—5 = tgzazg

24
1.3

= — 2 = _—=
Logo, h(a) =1-tgca=1 % " 94

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

gl

3.

a) sen x > sen 25°

y
0] x‘
Logo, x € ]25°, 155°].
b) cos x < cos 80°
y 'y
0] x‘

Logo, x € ]180°, 280°[.

40.

sen 60° =L < h=14 sen 60°

14
o h=14x§ o h=7V3

cos Ei[]ozlx—4 &< x =14 cos 60°

<:>x=l4><% S x=7

Pelo Teorema de Pitagoras:
212=)2+ (TV3)2 & y2= 441 - 147 < 2= 294

Logo, y= \/ﬁ = 7\/6.

Entdo, AB=7V6-7.

Logo, o perimetro do trapézio é dado por:
14+7V6-7+14+7+7V6=28+14\V6cm
A area do trapézio é dada por:

7\/6+7;7\/6—7 «TV3 2

= # x 7V3 = 49V18 = 147V2 cm?

29



41. Sejam x a altura do farol e y a distancia entre o
penhasco e a primeira posi¢do do barco.

tg 300— x=ytg 30°

+100 x=ytg15°+100 tg 15°
y

tgl
{y tg 30° =y tg 15° + 100 tg 15°
{ ytg 30° -y tg 15° =100 tg 15°

v (tg 30° -tg 15°) = 100 tg 15°

__ 100tg 1%°
tg 30°-tg 15°

_100tg 15°
~ tg30°- tg 15°

_ 100tg 15°

~ tg30°- tg 15°

x tg 30°

Assim, x =50 metros.

42. 0.+ B=18°+14°=32°
Sejam x a distancia entre o pé do candeeiro e a
luz que projeta e y aaltura do candeeiro.

tg140=" x=ytg14°
Y

L=t
tg320=2*075 | 075 1g320
y

ﬁ{
ytg 32°-ytg 14°=0,75

@ {
v (tg 32°-tg 14°) = 0,75

_ a5
tg 320 tg 14°

Assim, y =2 metros.

43.180° - 60° - 40° = 80°

Sejam a a distancia entre o ponto Ae o barcoe b
a distancia entre o ponto B e o barco.

Pela Lei dos Senos:

sen 80° _sen 60° _sen 40°
30 b a

30

Entao:
sen 80° _ sen 40° o = 30 sen 40°
30 a sen 80°

Logo, a=19,6 metros.

sen 80° _ sen 60° b= 30 sen 60°

30 b sen 80°
Logo, a=26,4m.

135°

Pela Lei dos Cossenos:

AB? =202+ 252 - 2 x 20 x 25 x cos 135°

o EZ=1025—1000><(—¥>

o AB’ =1025+ 500V/2
Assim, AB=\/1025 + 500V/2 km.

45.

a) Sejam o a amplitude do angulo formado pelos dois

cabos e B a amplitude do angulo suplementar do
angulo que o cabo mais curto faz com o solo.
Pela Lei dos Senos:

sen 42° _sena & sen o= 50 sen 42°
70 50 70
Logo:
0
o =senl (205N 42°) o ceno
70
Entao:

B =180°-42°-28,552°~109,448°

Seja x o comprimento do cabo mais comprido.
Novamente, pela Lei dos Senos:

sen 42°  sen 109,448°

70 x
70 xsen109,448°
& x=
sen 42°

Entdo, x = 98,6 metros.

b) O 4ngulo que o cabo mais curto faz com o solo tem

amplitude 180°-109,448° = 70,552°, aproximada-
mente.

Seja h aaltura do baldo ao solo.

sen 70,552° = 7h—0 < h=70sen 70,552°

Logo, h= 66,0 metros.

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



46,

a) Pela Lei dos Cossenos:
42=62+72-2x 6 x 7 cos (ABC)
& 16 =85-84 cos (ABC)

& 69 =84 cos (ABO)

& Cos (A§C) = g%

= -l == = 0
Logo, ABC = cos (84) 34,8°,

Analogamente:
62=42+72-2 x 4 x 7 cos (CAB)
< 36 =65-56 cos (CAB)
< 29 =56 cos (CAB)

)
< cos (CAB) = 55

Logo, CAB = cos. (%) = 58,8°.

Analogamente:
72=42+62-2x4x6 cos (AéB)

< 3=48cos (ACAB)

& cos (AéB) = 4—?;;

A 3
= S ~ o
Logo, ACB = cos (48) 86,4°.

b) Pela Lei dos Cossenos:
BC* =232+ 352-2 x 23 x 35 cos 61°

& BC*=1754-1610 cos 61°
Assim, BC = V1754 - 1610 cos 61° = 31,2.

Pela Lei dos Senos:A ~
senbl® _ sen (ABC) _ sen (ACB)

31,2 23 35
Logo: .
sen6l® _ sen (ABC) > _ 23senBl°
312~ 23 O SenUABO=TT
A o]
o que significa que ABC =sen™ 23 5en61°) 40,10,
31,2
E:
senbl® _ sen (AéB) Ap _ 35 senBl1°
31,2 35 O SenACBI="450
A [0}
0 que significa que ACB = sen™ 35 sen61° =~ 78,9°
31,2
o) ACB = 180° - 60° - 40° = 80°
Pela Lei dos Senos:
sen 60° _ sen80° _ sen 40°
BC 8  AC
sen 60°  sen 80° S~ _ 8sen60°
Logo, B - 3 o BC——Sen 800 , ou

seja, BC=7,0.
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sen 80° _ sen 400 o AC= 8 sen 40° ou
8 AC sen 80° '

seja, AC=52.

E

d) Pela Lei dos Senos:
sen100° _ sen (ACB)
14 12
12 sen 100°
14

12 sen 100°
14

< sen (AC?B) =

Logo, ACB=sen < ) =~ 57,6°.

ABC = 180° - 100° - 57,6°=22,4°

Pela Lei dos Senos:

senil‘r" _ sen100° o AC-— 14 sen22,4°
AC 14 sen 100°

Logo, AC =54,

4]. Seja o 0 angulo que se quer determinar.
Pela Lei dos Cossenos:

72=32+52-2x5x3cos o < 49=34-30cos o
< 15=-30cos o

1
& coso=——

2
Logo, a.=cos™ (— %) =120°.

48, BDA = 180° - 60° = 120°

Pela Lei dos Senos:

sen 30° _ SEEZOO o _B= 2,7 sen 120°
2,7 AB sen 30°
b
& AB= 1 & AB=2,7V3
2
Logo, AB = 4.

Pela Lei dos Senos:
sen 60° _ sen (BCD)

2.4 2,7
A 2,7 sen 60°
B D = == V-
< sen (BCD) 24
A9 V3 A 9V3
< sen (BCD) = 3 X 2 < sen (BCD) = 6
Logo, BCD = sen‘l( gV3 >z 770,
16
Assim, C§A ~180°-30°-77°=73°
Pela Lei dos Senos:
sen73°  sen30° o AC= 2,4 sen73°
AC 24 05
Ou seja, AC = 4.
3



49. 0 quadrante em que o cosseno é crescente e a
tangente é negativa é o0 4.° quadrante.

a) No 4.° quadrante o seno é crescente, logo a afirma-
cao é falsa.

b) No 4.° quadrante o cosseno é positivo, logo a afir-
macao € falsa.

¢) No 4.° quadrante o seno é negativo e o cosseno é
positivo, logo a afirmacéao é verdadeira.

d) No 4.° quadrante a tangente é crescente, logo a
afirmacao é falsa.

50.
a) sen 30° x cos 45° — cos 90° + sen 120° — tg 60° =

L ﬁ—0+%—\/_=

2%
Y
4

_V2-2V3
4

o

b) tg 225° + (sen 60° + sen 90°)2 - cos 150° =

3 2
=tg45°+< +l) +cos 30°=
=1+—3—+\/§+1+ﬁ=

4 2
_11, 3V3 _
4 2
_ 11+6V3
4

¢) 2 cos 30° + 4 cos 60° - sen 45° + 3 tg 30° + sen 135° =
—2xﬁ+4xl—\/§+3x \/§+\/§—

- 2 2 2 3 2
=V3+2+V3=
=2V3+2
d) cos 120° - sen? 135° — sen 150° =
__l(Vay 1
2 2 2
1.1
=1 >
__3
2

ol

a) cos (180° —x) + sen (360° + x) — cos (90° —x) =
=-cosx+senx—-senx=
=-C0Sx

b) cos (540° - x) + sen (90° + x) - 2 tg (-180° - x) +
+tg (—x + 270°) =
=cos (180°—x) + cos x + 2 tg (180° + x) + tg (270° —x) =
=-cosx+cosx+2tgx+tg (90°-x) =

32

9ty 35N (90°-x)
T s (900 —x)
COS x

senx

=2tgx+

1
=2tgx+—
gx tgx

¢) cos (90° - x) sen (180° + x) — tg (180° —x) sen (90° - x) =
=senx X (-senx) +tgxxcosx=
=-sen?x +senx

d) 2 cos (540° - x) + 3 sen (-x — 810°) +
+ 4 tg (—x +1080°) =
=2cos (180°-x) + 3 sen (-x—-90°) + 4 tg (—x) =
=-2cosx-3cosx-4tgx=
=-5cosx—-4tgx

52,

a) cos (-B) =cos B=k

b) cos (n - B) = -cos B =k

¢) cos (%—B)=sen B=V1- K2

Calculo auxiliar
sen?B+cos?B=1 < sen?B=1-k2

Como B € ]% n[, entdo senB=V1- K

d) cos (%—B)z—cos (%—B)z—m

V1- K2
e)tgﬁzsenB: 1-k
cos k
3.
1
a)sen(xxcosax(tgoc+—):
tga

senao  COoS o
=Sen o X cos o X +—
coso seno

sen? o, + cos? o
=Sen o XCcos O X [——————| =
Sen o.cos o

=sen?a+cos?a=
=1
2
b) (1 - tg? o) (1 - sen? a) :<1— sen” o

cos? o

)xcosQ(x:

cos? o.—sen’ o 9
= ———————xcos? o=
cos? o
=cos?o-sen?a=
=1-senZo-sen?o=
=1-2sen?qa

94,

a)gtg o -sen 3n x c0s [~ |- cos 7+ sen 200m) _
2 6 4 6 3
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=—§tg (E —Sen (E)XCOS <£>—COSTC+SEH (2_7'C>=
2 °\6 4 6 3
3
2

o[g,

B 7+4V3+2V2
B 4

¢) 2 cos (— %) +2cos (— %) -sen (39775) + sen (2015m) =

_ n T\ can (37 -
—2003<3)+2cos(4> sen<2)+senn

=2><%+2><—\£E +1+0=
=1+V2+1=
=2+V2

251 51t T A
d) cos (T) - sen? (T) - cos (— 5) +tg (— E) =

i) [T (a)

_1.1 V3 _
2 2 3
__ V3
3
55.
a) cos (—x) + sen (m + x) — cos (%—x) +sen (—x) =

=C0Sx—Senx—senx-senx=
=cosx—3senx

b) sen <%+x>+2sen (—%—x>+3cos (x+11ln) =

T
=co0s x—2sen §+x +3cos (m+x) =

=C0Sx—2Cc0Sx—3C0Sx=
=-4CoS x

¢) tg (=) + cos <%+x)+3sen <—32—n+x>—sen (Bn+x)=

=—tgx+cos<%+x>+35en (%ﬂc)—senx:

=-tgx—-senx+3cosx—senx=
=-tgx—-2senx+3cosx
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d) sen (2 +x) -4 tg (-t +x) + cos (13n—x) tg (x - 3n) =

=senx+4tg(mt—-x)—-cos (m—x)tg (m—x) =
=senx—-4tgx—-cosxtgx=
=senx—-4tgx-senx=

=-4tgx

2

=-tgx sen (n+§—x)—25en <§+x>+senx=

e) tg (m—x) sen (7_n_x> +2sen (%t +x) —-sen (—x) =

2
=tgxcosx—-2cosx+senx=
=senx—-2coSx+senx=
=2senx—-2cosx

T
=tgxsen (——x>—2005x+senx=

f) —sen (-15m - x) + tg (m—x) tg (m + x) +

3n 3n _
+COS< 9 +x)cos( 9 x)—
L T
=sen (n+x)—tgxtgx+cos(§+x)cos<5—x>=

=-senx-tg?x-senxsenx=
=-senx-tg?x—-sen?x

g)-2 cos (x +%> + sen (%—x) -cos (x+7x) =

b
=2senx+sen <§—x>—cos (m=x) =
=2senx+CoSx+CoSx=

=2senx+2cosx

B6.tg (n-0) = V8 & -tga=V8 o tga=-V8

1+t920c=00512a¢:>1+8= @cosza:é

cos? o
Como tga<0 e o € [2m, 3nt], tem-se que

oE [52_15 315], pelo que coso. = —%.

1
sen?o+cosla=1 < sen2(x=l—§

9 8
& sen‘o=—

9
Entao:
9n 5t
cos (7+0c) sen (23 + o) — sen —7+0c =
=cos<%+oc>sen (m+ o) +sen (%_ >=

=-sen o (-sen o) + cos o =
=sen? o+ cos o=

_8_1_
9 3
_5

9

5. 4 sen (a+m) =-1 < sen (n+oc)=—%

(=1 —SEﬂOL:—l P sena:l
4 4

2

senZa+cosla=1 < cos2a:1_<%)

3



, 15
&~ COS“ O =——

16
T T = _ V15
Como oce[—z, 2 ,entdo cos o= 4
1
_sena _ 4 __1 Vi
COoS o V15 V15 15
4
Entao:
cos (o—m) +tg (-o) =cos (m— o) —tg o =
=-coso-tgo=
___ V15 VIS _
4 15
__ 19V15
60

98. D;={x € R: 1+ cos x # 0}
Dy={x € R:senx =0}

Calculos auxiliares

l+cosx=0 < cosx=-1 @ x=n+2kn ke ”Z
senx=0 @ x=kn, ke ”Z

Logo, Dyc Dy= {x € R:senx#0}=D.

sen x 1-cosx
flx) = =
l+cosx 1-cosx
Sen x — Sen x cos x
1-cos?x

_senx(l-cosx) 1-cosx _
= TR = gl
ser’ x senx

Assim, as funcdes f e g coincidem no dominio D.

59.
a) D;=R
-1<cos(3x+2)<1 < -4<4cos(3x+2)<4
< 1<5+4cos(3x+2)<9
Logo, D'¢=1, 9].

b) fx) =0 < 5+4cos (3x+2)=0

5 . - ,
& €0s (3x +2) =—— que é uma equacao impossivel,

4
visto que —% <-1. Logo, a fungéo f ndo tem zeros.

c)f(x+23—n>=5+4cos<3<x+23—n)+2):

=5+4cos(3x+2n+2)=5+4cos (3x+2) =

=f(x), Vx € R, logo 23_15 ¢ periodo da funcéo f.

60.
a) Seja h aaltura do tridngulo [EAB].

__h =g
tgx—T =1 h—ztgx

2
4

Entao, a area do triangulo [EAB] é dada por:

axﬂt X
72 ’ =a—2t X
2 4 9

Assim, a drea da regido sombreada da figura é
dada por:

2
02—4X%tgx=az—aztngGZ(l—tgx)=A(x)

b) A(x) = 36 (1 - tg x)

2
i)sen26+00529=1@cosze=1—<%)
8
20_05
< cos° 0 9
Como 6 € ]O—Z—[ entdo cos 6= ¥
1
goosen®_ 8 L V2
9% se 22 N2 T4
3
Asgm,Aw)=36(1—tge)=35(l__jfL>:
=36-9V2.
i A(x) =18 < 36 (1-tgx)=18
A
y
360 A
P
10 :
G
o 046 T X
4

Logo, x = 0,46 rad.

61.

al DAB = CDA e ABC = BCD, uma vez que [ABCD] é
um trapézio isdsceles.

360° - 2x

DAB =
2

=180°-x

Seja h aaltura do trapézio e seja a tal que

AD=BC + 2a.

sen (180° -x) =g < h=2sen (180°-x)
< h=2senx

Cos(180°—x)=v%»¢: a=2cos (180° - x)

& ag=-2c0Sx
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Entao, a drea do trapézio é dada por:
(2—4cosx)+2

” X2senx=
4 -4 cosx
=#x25enx=

=(2-2cosx)x2senx=
=4 senx—4cosxsenx

b) cos 3—n—x -3 & —cos [E—x -3
2 5 2 5

(:)—senx=—g & Senx =

olw
'_I

sen?x+cos?x=1 & cost:l_% S coszx=£

Como x € E, 7|, entdo cos x =—i.
2 5
Logo, a érea do trapézio é:

w3 [ %), 3_108
4senx—4005xsenx—4x5 4><< 5)x5 5

62.

a2senx=-1 senxz—%

o x=-E+okm v x=76—“+2kn,kez

Se k=0, entdo x=—£(% ]E BTED ou

6 22
_In(c|n 3
=5 (c[3))

_[7n
Logo, C.S.—{ 5 ]
b)\/§+25en<x—%>=0
& sen(x-L)=- V3
4 2

= X—E:—%—{-zk’n \V x—-}zi;Jrzkﬂ,kEZ

__ T _19n
& x= 12+2knvx D +2km, ke ”Z

Logo, C.S.=@.

V2

¢) 2 sen (2x) +V2=0 o sen (2x) =-—

o 2x=——2i+2kn v 2x=5—:+2kn,kEZ

PN x=—%+kn v x=%+kn,kEZ

Se k=0, entio x=—%($ ]ﬂ 3—"]) ou

2" 2
_om(_|r 3m
5=k
_ s I/ _|n 3n
Se k=1,entdo x= 3 (E]Z’ ZD ou
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)

_[5n Tn
Logo, C.S.—{ 38 }

d2V3senx=V6 o senx= %

PN x=—Z—+2kn v x=§}+2kn,kez

Se k=0, entao x=—75<$ }E 3—nD ou

A 2' 2
_3n(c|r 3n
R
_[3m
Logo, C.S.—{4}.

e)sen?x=1 < senx=1 v senx=-1
N x:%+2kn v x=32—“+2kn,kez

@x:£+kn,kez

2
_ 50 x= 38 (e & 3m
Se k=1,entdo x= > (6]2, 2})
_[3n
Logo, C.S.—{z}.
f)2005x+l=0(:)005x=—§

= x=2?n+2k7c v xz—z?n+2kn,kEZ

Se k=0, entdo x:%(e }E 3_n]> ou

2' 2
__2n(om 3n
R T)
8

Se k=1, entdo x:?n(¢ ]— —D ou

5l 3)

21 4w

Logo, C.S.=]— —1L

ogo, C.S {3 3}
g) 6 cos (2x) + V18 =0 < cos (2x) = %

P 2x:—‘2—+2kﬂ; v 2x:——g+2kn,k€Z

S x=Eikn v x=-2tkn kEZ

8 8
Se k=1, entao x= %t (E }% 32—75}) ou
2eh )
Logo, C.S. ={%t %}
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h) 2 cos (mx) =1 < cos (M)ZE
- nx=%+2kn v nx=—%+2kn,kEZ

o x=%+2k v x=—%+2k.kEZ

Se k=1, entdo x=%<€}n 3RD ou

2' 2
_9(c|r 3n
=57l
Se k=2, entdo ng—?’(

_l/|r 3r
<3k 7)
7 11 13
3

_[5 71113
Logov C'S'_{Br 13v 3 .

i) tg (3x) = \/g < tg (3x) :%

& 3x=%+kn,k€Z

m
|
NIE
r\)‘g‘-’
| I
N~———
o
c

n  k=m
_+_

& x= ke”Z

1

)

Se k=2,entdo x=

jud
2

Se k=3,entdo x=

SESTESRSIIS,

18
13n
—-— | €
(=]
— €
5 (<

4 entrg 2 25T
Se k=4,entdo x= 13 (E

=
2
T

2
_[13n 18r %5r
Logo, C.S.—{lg, 18 18 }

. 21 2m\
j)2tg<x— 3> 0 (:)tg(x— 3)—0

= x—%an,kEZ

@xz%tﬂm,kez

Se k=0, entado sz_n(E ]E 3—”])

3 2' 2
Logo, C.S.= 2n
g 3

k)\ﬁ§+2tgx=0 =S tgx=—\/§

N x=—%+kn,kez
Se k=1, entao sz_n(E }E 3—ED

3 2' 2
Logo, C..=]2%
g X

D tg (x+—2£)—1=0 o tg <x+—2£>:1

n_Tw
(:)x+4_4+kn,kEZ

& x=knm, ke ”Z

36

- n 3m
Se k=1, ent = —, —
e entdo x n< }2 2])

Logo, C.S. ={x}.

63.

a2senx+1=0 & senx=-=

o x=—%+2kn v x=76—“+2kn,kez

b) V'3 - 2sen (x—%)=0 & sen (x__n_): _\/§

4 2
& x——Z—=%+2k1t v ox —%z%“mkn kez
@x—%+2k —11—2+2k kez
c)25en(3x+8)+\/_ 0 & sen<3x+8> %

& 3x+%:—%+2kn v 3x+%=54—n+2kn,kez

= 3x=—%t+2kn v 3x=%+2k7r,k€2

T | 2kn _3n | 2kn
3 3v—8+3kEZ

d) 2V3 cos (2x) = VB < cos (2x) = %

N 2x=%+2kn v 2x=—%+2kn,k€2

N x:%+kn v x=—%+k7t,kEZ

e) cos (x+g> + cos (%) =0

( n)_ V2
< COS x+§ == —

2
<:>x+£=ﬁ+2knvx+£=—3—n+2kn ke”Z
3 4 3 4
_on _ L3
o x 12+2knvx— % +2kn, ke Z

f)2V3 cos (x—%>+\/§=0

[5)
& cos(x——|=-=

5 2
n_2n n_ 2t
@x—5—3+2knvx 5~ 3+2knkEZ
_13n L In
& ox 5 + 2kt v x= 15+2kn,kEZ

g)(2senx-1)(2cosx+1)=0

& 2senx—-1=0v 2cosx+1=0

= senx=l v cos;c=—l
2 2
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& vt U v x=56—“+2kn v x=23—”+2kn v

v xz—%ﬂzkn,kez

h) sen (x +%) = cos (%)

& sen(x+2)=sen(Z-L
4 2 3

v x+%=n—%+%+2kn,kez
= %x:%+2lm v %x=%+2kn,kEZ

_3n  Skn _3n
_16+ 2 vV x= 3 +3km, ke Z

& X

i)sen? (3x)=1 < sen (3x)=1 v sen (3x)=-1

o 3x=%+2k1t v 3x=32—"+2kn,kez

o 3x=%+kn,k€Z

_T_km

=—+—keZ
S x=gtg
1
YL S o
j) cos? x >
B V2
& Ccosx= v cosx == — =

& x=%+2kn v x=—%+2kn v x=%£+2kn v

vx=——34n+2k7tkEZ
T kn
=—+——keZ
&y R

Klsen2x-2senx-3=0

2+V4+12
& senx=—_-——
2
& senx= 2+ 4
2

< senx=3 v senx=-1
[
Eq. impossivel

(:)x=32—n+2kn,k€Z

2cos?x+3cosx+1=0

-3+V9-8
4
-3+1

& COSx=

& CoSx =
1
& cosx=-1 v 005x=—§

Sx=n+2kn v x=%+2kn v

v x:—23—n+2kn,kEZ
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m) sen?x-cos?x=0
< 1-cos?-cos?x=0
o 1-2c0s2x=0

2 1
© costx=>

V2

vV COSX=— —

2

&~ COSx=

& x=—Z—+2k1t v x=—%+2kﬂ: v x=37n+2k1tv

v x=—3—:+2kn,kEZ

P

4 2
n) tg (3x)=\/§ S tg (3x) = %

= 3x:%+kn,k€Z

T km
=—+—keZ
IR TR

92 (x-2)0 o to(x- 2)-0

= x—23—n=k1t,kEZ

<:>x=2?n+kn,kEZ

pV12+21tg (2x)=0 o tg (2x)=-V3

= 2x:—%+kn,kEZ

PN x=—%+k7’°,kez

0 tg <x+—2£>—l=0 o tg <x+—2—)=l
= x+—25:—25+kn,kez

S x=kn ke ”Z

_V3

M) tg? (nx)=% & tg m) = 5 v tg (m) = -

V3
3
= mz%ﬂm v nx=—%+kn,kEZ

<:>x=%+k vx=—%+k,kEZ

s)tg? (2x) + V3tg (2x) =0
& tg () (tg (2v) + V3) =0
& tg(20)=0 v tg (2v)+V3=0
& tg(20)=0 v tg (2v)=-V3

& =kn v 2x=—%+kn,kEZ

= x=k2—n v x=—%+k7n,kEZ
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t)tgx+2senx=0

64.d(0)=1+%sen (TCXO‘F%):I"FESGH <£>:

Ssen x
COs x

+2senx=0

sen x + 2 sen x cos x
coS x

=0

< senx+2senxcosx=0 A xi%ﬂm,kEZ
< senx(1+2cosx)=0 A xi%ﬂm,kez

& (senx=0 v 1+2cosx=0) A xi%ﬂm,kez

= <senx=0 % 005x=—%> A xi%ﬂm,kez

& <x=kn v x=%+2kn v x=—2?n+2kn> A

/\x¢%+kn,k€Z

& x=km v x=2?n+2kn v x=—2?n+2kn,k€Z

2 6
a1 1.5
B R Rl
_5 1 m\_5
d(t)—4 S 1+2sen<nt+6> 4
@lsen T|:1.‘+E =l
2 6) 4
& sen nt+£ :1
6/ 2

& nt+%:%+2kn v nt+%:%+2kn,ke Z

& nt=2kn v nt=2?n+2kn,k€ Z
& t=2k v t=§+2k,kEZ
Sek=0,entdo t=0 (& ]0, 3]) ou t==(€]0, 3]).

Sek=1,entdo t=2(€]0,3]) ou t=—(€1]0, 3]).

wlo w|n

O ponto P passou pelo ponto A aos % s, 2se % S.

a) sen x < sen (%) = [O, %[ U ]4—5“ , 215]

38

wn
(S|

1 1 1
< = < = > —
b)Ic:ost_2 € COSXST A COSY2-7

T 2n
& cosx<cos|(—=| A cosx=>cos 3

3
bt
2n T
3 3
10) x
4n Sn
3 3
& x e Ez—n uﬂ5—n
3" 3 3'3

ctgx>-1 A tgx<0 & tngtg(—%) Atgx<tgO0

.

y

@bl

66. Considere-se o octdgono inscrito numa circunfe-

réncia. Uma vez que o octdgono é regular, os seus
vértices dividem a circunferéncia em oito arcos

o)
com a mesma amplitude: 360° _ 450
A A (o] (o]
Entdo, HIF = GJE = 2X4° ; 4X45° _ 1350 uma

vez que sdo angulos excéntricos com vértice no

interior da circunferéncia.

180° x (8 -2)
6

gue HGF e GFE sao angulos internos do octdgono.

Assim, HGF = HIF e GFE = GJE.

Por outro lado, JGF = FEJ = GFI=IHG =

2 X 45°

2

gulos inscritos na circunferéncia.

Assim, os quadrilateros [GJEF] e [HIFG] tém os

angulos iguais dois a dois, ou seja, sdo paralelo-

gramos.

Como HG = GF = 2 e [HIFG] é um paralelogramo,

entdo também HI = 2.

Além disso, HGF = GFE = =1359 j4

= 45, j4 que JGF, FEJ, GFl e IHG sao an-
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Como FE= GF = 2 e [GJEF] é um paralelogramo,

entdo GJ = 2.

Pelo Teorema de Pitagoras:

HG*+GS =HS & HP=22+22 & HJ*=8
Logo, HJ=2V2.

Assim, IJ=2V2-2=c.

G7.sen0c=1—coszoa=1—<

V2 e, 81
3 9 9

Sendo o um angulo agudo, tem-se que sen o, =%
Por outro lado:

sen2a=é (:)l=T < BC=6
BC 3

Pela Lei dos Cossenos:
AC?=AB* + BC*-2 x ABx BC x cos o

@E2:E2+62—2xﬂ)x6x¥
& 0=36-8V2xAC

— 36

A [
= AC= 5\,
o AT~ 9V?2

4
Pela Lei dos Senos: 1
sena:sene o 5 :sene
AC BC AC 6
2 AV

< senf= 9\/5 & senf = 3

4
Assim, o perimetro do triangulo [ABC] é:

BC+AB+AC=6+ 9\4/5 +—9\/§ —6+1—8\/§—

4 4
9
=6+ V2
A 0 _ [o]
68. GEF = % - 300
0EH=3% _ 150
2
HO'E = 180° - 15° — 90° = 75°
__§ _
EH="=4
Pela Lei dos Senos:
sen 15° _sen 75° o OF-= 4 sen15°
OH 4 sen 75°

Logo, OH=1,07.

69. ADB = 180° - 50° = 130°
BAD = 180° — 130° - 30° = 20°
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Pela Lei dos Senos:

sen 20° _ sen_30° o BD- 4 sen 30°
4 BD sen 20°
— 2
BD =
< sen 20°

CBD = 180° - 90° - 50° = 4Q°
Pela Lei dos Senos:

sen 90° sen 50°  sen 40°

BD =~ BC CD
Assim:
sen 90° _ sen 50° o BC= BD sen 50°
BD BC sen 90°
< BC= <on 200 , ou seja, BC = 4,5.
E:
sen 90°  sen 40° o CD= BD sen 40°
BD =~ CD ~ sen90°
_— 2 [0} i _~
< CD= <en 20° sen 40°, ou seja, CD = 3,8.
887 \°
0 ! " =
70.100°59' 8 (100+ = )
841 \°
O ! " =
11°56' 4 (100+ 200 )

Calculos auxiliares

w_(8Y
8 _<60
8

)
E)( S0 )

887 \o 841 \o [ 40073 \°
ocz(100+ )—(11+ oo ) _< i )

osoe 0T (40073 6366
TL 450 TL
= 6366
& —
cos (40073 0
(=)

Assim, TL = 384 409 km.

=

_ DE _38 19
ﬂ.tga—ﬁ o tgo 16<:>tgoc—8
1 19)? 1
1+tg2o= 1+(=) =
e e © +<8) cos? o

39



425 1

64 cos2a
< costo= 64
425

Como o é um angulo agudo,

5V17 ~ 85

B=180°-2-%-180°-¢

2 2
Logo:
cos B = cos (180° - o) = —Cos o = - 88_\/51_7
12, .
P
y b
gL . .

Pela Lei dos Cossenos:
c?2=a?+ b%-2ab cos (DAB)

E:

d? =2 + b2 - 2ab cos (CDA)

o d?=a?+ b%2-2ab cos (180° - DAB)
< d?=a?+ b2+ 2ab cos (DAB)

Assim:

2+ 2 =q2+b? - 2ab cos (DAB) + a? + b2 +
+ 2ab cos (DAYB)

& 2+ d?=2(a’+b?)

13. Pela Lei dos Senos:

senA _senB _senC

a b c
Entao:
senA senC csenA
ENA _SenNL ) ,=L3EhA
a c sen C
E:
senB:senC o :csenB
b c sen C
Logo:

csen A  csenB

a+b _senC senC
a-b CcsenA csenB
senC senC

csenA+csenB
sen C

csenA-csenB
sen C

_ c(sen A+ senB) _senA+senB
c(senA-senB) senA-senB

16
1A =—
sena X tga 15

seno _ 16
cosa 15

sen’o. _ 16

coso, 15
1-cos?a _16
COS o 15

& sen o X

< 15-15cos? o =16 cos o (cos o # 0)
< 15c0s?a+16cosa—-15=0

16 + V256 + 900

& Cos o= 30

= cosocz§ v cosocz—é
) 5

Como o é um angulo agudo, entdo cos o =% =0,6.

1. senBxcosp=0,3
& sen?Bxcos?B=0,09 (senB>0 e cosP>0)
& (1-cos?B) xcos?B=0,09
& cos? B -cos*B=0,09
& cos*B-cos?B+0,09=0

1+V1-0,36

& cos?P= 5

= 0052[3:11—0 v 0052[3=19—0

Como B € ]0°, 45°[, entdo cosz[izlg—0 porque

3V10
10

<cosP<1 e entdo, cosB=

9 1
28=1-cos2B=1-— = —
sen‘B=1-cos*B=1 0" 10

'_I
1o

Logo, como B € ]0°, 45°[, tem-se sen 3 =

V10

senf _ 10 _1
cosB  3\/1g 3
10

Assim, tg B =

76.tgoc+—1—=2 o Seno  cosa_,
tgo coso.  sena

sen? o+ cosZo.
seno.coso

1 _

sen o.cos o

1
€ Sen0.Cos A=

1
o senzoccos?oczz(senopo e cos o >0)

o sen?o (1-sen?o) =%
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2 4 1
& seno-sen* o ="

4
1

= sen4oc—sen20c+4=0

2
= (senza—l) =0

2
1
2 _—=
& sen‘ o 2 0
<:>sen20c=l
2

Como o é um angulo agudo, entdo sen o, = 72

1.

a) _Sen (m-x)-2sendx _
2 cos® x — cos (—x)

_senx-2sen3x
2 cos3x —cos x

senx (1-2sen?x)

cos x (2 cos?x—-1)

—tgx l-sen?x-sen?x _
cos?x+cos?x—-1

cosZx —-sen?x
=tgx 3 3 =
cos?x—sen?x

=tgx

2
t92 () tg ()

l+2005< )sen( +x>
1+

tg X tgx
1+ 2senxcosx

1+

cos? x 2 cosx
sen?x  senx
1+2senxcosx

1+

sen? x + cos? x + 2 sen x cos x
sen?x
1+2senxcosx

1+2senxcosx
(1+2senxcosx)sen?x
1
sen? x

18.

a) Seja s a area do setor circular representado na

figura.
s 3n 9

YT O

Seja h a altura do tridangulo [ABC] relativa ao vérti-
ce C eseja b=AB.
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Assim, a area da regido sombreada é dada por:

X X
65en<2)x3005<2>_

2

:gx—gcos L)sen(E
2 2 2

b) Seja ¢ o comprimento do arco AB.
c_3x2n
X 2n

—x-

& c=3x

Da alinea anterior vem que AB =6 sen (%)

Assim, o perimetro da regido sombreada é dado
X
por 3x + 6 sen (E)

T ~ . .
= o entdo a area da regido sombreada é:

g T _9cos (%) sen ()=
2772 4 4

9 V2 V2 _9n 9_9n-18

Ty YT Ty Ty T T s

19. A 4rea do tridngulo [OAB] é dada por:
OAxsenx _ senx

2 2
A area a do setor circular é dada por:
x_2n _X
a =n 2

Como a éarea do tridngulo [OAB] é menor que a
area do setor circular, tem-se:

SENXY X o senx<x
2 2

Por outro lado, a area do triangulo [OAC] é dada por:

OAxtg x _tgx

2 2
Como a area do triangulo [OAC] é maior que a érea
do setor circular, tem-se % < thx < x<tgx

Assim, senx <x <tgux.

80.

a) f(x) = g(x) © senx+1=cos?x-sen?x
& senx+1=1-sen?x-sen?x
& 2sen?x+senx=0

< senx(2senx+1)=0

4




1
< senx=0 v senx=—§

< x=km v x=76—n+2kn v x=11Tn+2kn,kEZ

Se k=0, entdo x=0 (€ [0, 2x] ou

x=1% (€10, 2n]) ou x=E* (€ [0, 2n)).
6 6

Se k=1,entdo x=r (€ [0, 2%] ou

=23 (¢ [0,21]) ou x=2 (¢ [0, 2n)

Se k=2,entdo x=2xn (€ [0, 2n]) ou

=31 (10, 21]) ou <=2 (g [0, 27)

Sendo x=0,tem-se f(0)=sen0+1=0+1=1,

Sendo x=m, tem-se f(r)=senm+1=0+1=1.

Sendo x = 76_n tem-se f(%) =sen <7n) +1=

6
__ 1,1
= 2+1 9"
Sendo x = ll?n , tem-se f(%) = (11?“) +1=
1,1
= 2+1 9"

Sendo x =2x, tem-se f(2n)=sen2x+1=0+1=1

Assim, as coordenadas dos pontos de intersecao
dos dois graficos sao:

©,1), (r, 1),(%”, %) (1? :?_L) (2m, 1)
b) (fxg)(x) =0 < (senx+1) (cos?x-sen?x)=0

< senx+1=0 v cos?x-senZx=0
o senx=-1 v COSx=Senx Vv COSx=-Sen x
km

1= x—%+2kn v x——Z—+7 keZ

Assim, em [0, 2rt], as solucdes desta equacdo sao:
n 3 5t 3n o n

of(x)=glx)+1 & senx+1=cos?x-sen?x+1
< senx=1-sen?x-sen?x
o 2sen?x+senx-1=0
-1+V1+8

& senx=
4

1
& senx=-1 v senxza

3rn

= x=7+2kn v x—€+2kn
Vv x= 56—n+2k7r keZ

Assim, em [0, 2rt], as solucbes desta equacao sao:
3t w 5n
2'6°%6

42

2
e 93—7t = cos? (X} - sen? (31 =
2 2 2

obtendo-se o par (%t 0) (— -

Sex=3—n,entéof(32—n):sen 32> +1=-1+1=0

T ontio () —cen(Fla1=Lti1=3
Sex—B,entaof<6)—sen( >+1 2+1 2e

T\ o2 (B Ceen2(F)23_1_1 _
g(6) cos (6) sen (6) 44 2,obtendo

seopar(L3) e (21
Paris 2 62/

_5m  aogfOm\_ (5m) . 1. . 3
Sex—6,entaof<6) sen(6)+1 2+1 ”
e g )= cos? () —senz (&) =2 _L_1
N6 6 6) 4 4 2

5n 3 5 1
obtendo- seopar( 5 2) e ( 6 ,2).

d) f(x )>— SN senx+l>%
= senx>—l
2

%)
& senx>sen|—
6
o 11n
(:)xE[O, G[U[ 5 ,215[

8l fx+P)=flx)
& sen [2(x+ P)] =sen (2x)
< sen (2x + 2P) = sen (2x)
& x4+ 2P=%x+2kn v 2x+2P=n-2x+2kn, ke Z

N&o permite determinar P.

o 2P=2kn ke ”Z

o P=kmkeZ

Logo, f é uma funcgao periddica de periodo positivo
minimo T.

82,
a) Pela Lei dos Senos:
sen E—e sen E
2 _ 2 o C0S6_2
r d r d
2
& d=2rcos©
b) Se BP=PC, entdo AOAPzn——Z:?’—[:c e
4
o= — ==
2 8

Por outro lado, da alinea anterior,
d=2x2xcos(g>=4005(%)z3,70.
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cld=r & 2rcosb=r & cosez%

r
3
O triangulo [AOP] é, portanto, um tridngulo equila-
tero.

Como 8 é um angulo agudo, entdo 6 = cos™ (%) =

rXrcos (E - E)
2 3
Alaop) = =

ol

2
_ ﬁ
4
d)V3=2c0s0 < cosf= %

Como 6 é um angulo agudo, ent3o:
0 =cos! —\/5 =

2 6
See—g entdo BOP= QXE:%

Sendo ¢ o comprimento do arco menor BP, tem-se:

c__ 2t x1
2n

:l = —
& C 3

wlalo

r
3

e)

) oPQ =6 porque [PAQ] é um tridngulo isdsceles e,
num triangulo, a lados iguais opdem-se angulos
iguais.

OdP = % — 26, uma vez que POB = 20, por POB se

tratar do 4ngulo ao centro correspondente ao mes-
mo arco que o angulo inscrito PAQ.

Assim, PéOzn—G—(%—%):%Hi

Pela Lei dos Senos:

senP(ﬁO _ _sen O,‘SQ
r 0Qq
T
n sen(§+9> _ seno
r oq
0059: sen 0
r 0Q
c>a:):rseﬂe
cos 6
@aj=rtge

Sendo h aaltura do triangulo [OQP], tem-se:

h=1rsen OOAPI =

rsen (%—26)‘ =|rcos (20)| =

=rlcos (20)|
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Logo, a érea do triangulo [OQP] é dada por:

rtg@xricos (26) _ 1
2 2

r? tg 0 Icos (26)I.

=0 & %rztgelcos(26)|=0

< tg06=0 v cos (20)=0

i) A(6)

(:)9=knv29=—g+kn,kEZ
T kn

k =—+-— ke

< 0=k v O PRETY Z

Uma vez que 6 é um angulo agudo, tem-se que 6 =%

Neste caso, obtém-se o tridangulo isdsceles e
retangulo [AOC].

iii) A(6) =%>< 221tg 0 |cos (20)| =2 tg 6 Icos (26)|
A0) =05

A

A

0,5

v

0.3 0,6 09

INE

0~=0,3,0=06;6=0,09.

Tema Il - Geometria Analitica

Unidade 1- Declive e inclinagéo
de uma reta do plano

Péginas 1192121

1.

a)ly+4=0 < y=-4: retahorizontal
Logo, a inclinagdo da reta é 0°.

b) (x, y) = (1, &) + k(-1, 0), k € R: reta horizontal
Logo, a inclinacdo da reta é 0°.

¢) x = 2: reta vertical
Logo, ainclinacdo da reta é 90°.

2. Areta r contém os pontos de coordenadas (0, 4) e
(-2, 0), logo:
m, = =0 =2=tgoa A 0°< o <180° onde a
T 0-(-2
representa ainclinagdo daretar.

Entdo, oo=tg™ (2) = 63,4°.
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A reta s contém os pontos de coordenadas (0, 0)
e (3,-1), logo:

-1-0 1
Ms= 7370 =—§=th A 0° < B <180° onde B
representa ainclinagdo dareta s.

Entdo, B =tg"! (— %) ~161,6°.

3

alm=tg60°=V3
Assim, a equagao da reta é do tipo y = V3x +b.
Como o ponto de coordenadas (1, 5) pertence a
reta:
5=V3+b o b=5-V3
Logo,y = V3x+5-V3éa equacao da reta pedida.

bhm=tg <%)=—l

Assim, a equacgao da reta é do tipo y=-x+b.
Como o ponto de coordenadas (2, 0) pertence a
reta:

0=-2+b < b=2

Logo, y=-x+2 é aequagao da reta pedida.

4.
dltga=1 A 0<oa<m
Logo, o.=tg (1)=%.
b)3x+3y-4=0 < 3y=-3x+4
=4 =—x+—4—
4 3
tgoa=-1 A O<oa<m.
3n

Logo, ao=tgt(-1) = 4

c) mt:

B

tgocz\/§ AO<a<m
Logo, o.=tgt (V3) =

wla

5. Areta r contém os pontos de coordenadas (0, 1) e

(%.0).[090:
m, = 1_2 =-2=tgo A 0°< o <180° onde o
0-3

representa ainclinagéo daretar.

Entdo, ao=tg™ (-2) = 116,6°.

Unidade 2 - Produto escalar de vetores

Péginas 122 a 142
6.
a) OP - 0Q = 0P x 0Q' =6 x 4 = 24
Q
0} Q' p

—  —> —_—
b)OP - OR =-0P x OR' =6 x2=-12

D q
A:/ B
s
b) (AB,DC) = 0°
b ,C
A \:B

************
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e) (AD,DO) = 135° f)A§>-A_G)=a><a\/§><——

ﬁ

Calculos auxiliares
AG’=a? + (V20)? & AG’ = 32 pelo que AG =V 3a.

—~
— >

AB.AG) - 1B -
s ABAC) 25 T Ve T V3

8. Y i —>_\/— o _
a0V = 171V cos (i, V) = gl AL " EF = V5axaxcos (909 =0
0— 2
23 cos 30 LA LH=V5axax =20
V3 V5
=6XT=3\/§
Calculos auxiliares
b v =101 IV cos (L?, V)= LA%=0a? + (20)2 < LA? = 502, pelo que LA = V5a.
:4><4><cos<£ = 5 D 20 2
) 3 cos (LA,LH) = A “ea &
=16x==8
2
Adu -V =11V cos (i, V) = . I
=2018 x 2018 x cos 90° = a) Por exemplo, AB e AD.
=2018x2018x0= b) Por exemplo, AE) e DE).
=0 —> —>
¢) Por exemplo, AB e CD.
3. ")
— — — —> —s 15
a)DE - DC = DE || IDCIl cos (DE,DC) = —~ 0.7 o 15
a , = —— =
=1x1x0051200=1x%:—% beos (W V) = @7 “5x V3 - 10V3
3 8V3 3
b B& - AD = 1881 14D I cos (BG.AD) - V3~ 12 2
=1x2xcos0°=2x1=2 Logo,(lT/,\\7)=30°.
—  —> —> —> s
o) FA - AB = IFAIl I1AB Il cos (FA,AB) = ~ o7 9 1
1 1 blcos (', V)= —5—= = =—=
—1x1xcosGO°—1x§=§ laiivie 2x2 2
L Y Logo, (i, V') =120°
d) AF -AC_=> IAF I IAC Il cos (Af) AC) =
=1xlIACI xcos90°=1x IACII x0 = 13
_ s a)
"’EAMEQTTX!'fﬁl!”?ﬂ?féﬁfi‘ffé : boos 6 v)= 0V . V5 _ VB
- - N 3x3 9
Logo, (', V) = 75,6°
10. N
—  —> w =7 _ u-v _ -1 _ 3
a) AB - DC = axaxcos (0° =a? i) cos (U, V) = ——=— = 1 =7
s [Tl 7%t 7
b) AB - GH = a x ax cos (180°) = -a?
=7
o) 1J LD =ax2axcos (90°) = 0 Logo, (u', v') = 115,4°.
—  — —> — IF N
d)AC - JL =1IAC Il IIJL |l cos (90°) =0 b) (u', v)) = 180°-115,4° = 64,6°
I - IK =axa\V2xcos (45°) = 02\/§xi— "
aA(2u) V=20"vV=2x4=8
Calculo auxiliar
_ _ _ b)(—Sm-(lw):-iJ V=5 4=110
K*=a?+a? o IK* =202 peloque IK=V2a. oo 2_) _)_2) o 2
v (U+w)=u'v+v - w=4+(-3)=1
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15. ¢) Uma vez que ¢ *v' =0, o dngulo formado pelos
2l (BU) V' =60 V' =6x2x2xcos 45° = vetores U’ e v éreto.
V2
== =12V2 ”n
- = 3 é
b) (2017w) (_%7):_203177 V=0 a)u v<0/\k¢§<:>2><3+(—4)><k<0/\k¢2
3
W +wW) (V-W)+W U = © 6-4k<0 A k#3
S0 VU WH W-W W+W 0 = 3
u & 4k>6 A k= =
=2x2xcos 45°+ 0 - 32 2
=2V2-9 @k>%/\k¢%
—  —> —> —> —> 3
16.DA *BD = DA " (BA + AD) = Logo,ke}—,+oo[.
= DA -BA + DA -AD = 2
= 0=
_Ok;kx"xcosmo B V=0 e (k-1)x2+3xk=0
T < 2k-2+3k=0
—  —> — —> —> —> 2
1A -AJ = (AD + I)-(AB+BJ) e k=t
— —> —> > —>
~AD-AB +AD BJ +DI AB + DI ‘BJ =

0 V>0 A k#0 & 2x2+kx(-k)>0 A k=0
o 4-K2>0 A k20

A

1 —>

A

1 —>
0+ IABI ><—||AB|I EIIABII x IAB I +0 =
_1

IIAB & + IIAB I = y

=KB'DC +KB CL +BC 'DC +BC - CL =
1 = — — 1 — R
= AB AB +0+0+BC - CB = 3 5 PR
1. — —
=% IAB Il x IAB Il cos 0° +— IIBC Il x
x IICB Il cos 180° = Logo, k € -2, 2[ \ {O}.
1, =02 1 2
=% IAB I 4 IBCII" = 9.
~LaBiz-L a8 7= a AB = (3,4) - (1,-2) = 2, 6)
4 4 o
=0 AB U =2x%x(-2)+6x5=-4+30=26
- e — Ny - >
Assim, uma vez que os vetores KC e DL sao b (B —3u)—u% BA_; 3u g R
perpendiculares, entdo as retas KC e DL s&o =-u - AB-3lull?=
perpendiculares. =-26-3x(V29)*=-113
) Calculo auxiliar
-0 V) _
ATV = 2 8+7xo_—x2\ﬁ+o V2 1) = V2P + 5= Va9
b) o - \7=2><(—6)+1><3=—12+3=—9
o UV =3x(-10) + (-2) x (-15) =30+ 30 =0 23;
allull=V22+12=V4+1=V5
20 IVI=V(1)?2+32=V1+9=V10
) - -
a)Uma vez que ¢ - v >0, o 4ngulo formado pelos vy —2><(—1):1:<3——2+3—1
vetores U e v éagudo. cos (17, V)= 4V - S S
S . IV~ Vex V1o
b) Uma vez que u ' v' <0, o 4ngulo formado pelos
vetores U e v é obtuso. Logo, (L7. \7) 81,9°
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b) 11l =V (~4)2 + 72= V16 + 49 = V65
IVIl=V22+02=2

UV =-4x2+7x0=-8

~ —)l—> _8
cos(t?,?)z%: 0
Hull vl V65 x 2

-~

Logo, (u,v))=119,7°

4.

o -
A0 b =4x () +(D)x4=4-4=-8

Logo, os vetores adeb
Bc d=0xV2+3x0=0+0=0

— - .

Logo, os vetores ¢ e d séao perpendiculares.
c)?-?=2x6+(—3)x4112—12=0

Logo, os vetores e e f séao perpendiculares.

25,

a) Por exemplo, (-5, 2), (5,-2), (10, -4).
b) Por exemplo, (6, 1), (-6, -1), (12, 2).
¢) Por exemplo, (0, -4), (0, 1), (0, 2).

2.0 V=0 (-,2) (x,»)=0
o x+2y=0
S x=2
V=2 & V(2)2+y?=2
c>\@3=2
2

V=5

2V'5

& y= 5

e(4_v§ &)

Assim, o vetor pedido é v
5 5

2lax-y-2=0 & y=ax- 2, pelo que o declive
destareta é a.
O declive da reta definida por
x=1+2k
 keERE —%.
y=5-3k

2
Logo, a="=.
0go, a 3

Logo, a opgao correta é a (D).

28.
a) A equagdo da reta pretendida é da forma

y=—%x+b
Como o ponto A pertence a esta reta:
19

5=—%><3+b & b="

Logo, y= —%x + % ¢ a equacao pedida.
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nao sao perpendiculares.

bx-y-2=0 o y=x-2
A equacao da reta pretendida é da forma y =-x + b.
Como o ponto A pertence a esta reta:

5=-3+b & b=8

Logo, y=-x+8 €& aequagao pedida.

¢) A reta definida por (x,y) = (1, 10) + k(-2, 6), k € IR

tem declive % =-3.

A equagao da reta pretendida é da forma

y=%x+b

Como o ponto A pertence a esta reta:

5=3x3+b & b=4

Logo, y =%x + 4 é aequacao pedida.

d) A reta de equagdo x =1 é uma reta vertical, pelo
gue uma reta que lhe seja perpendicular é da for-
ma y = b. Como o ponto A pertence a essa reta,
entdo y=5 € aequagado da reta pedida.

e) A reta de equagdo y = 0 é uma reta horizontal,
pelo que uma reta que lhe seja perpendicular é da
forma x =a. Como o ponto A pertence a essa reta,
entdo x =3 é a equacao da reta pedida.

29,
Al A=C+BC =(0,2)+((0,2)- (3.0) =
=(0,2) +(-3,2) = (-3, 4)
AB =2BC =2(-3,2) = (-6, 4)
4 2
Mac=—F%7=""5

- 3
Assim, a equagao da reta t é da forma y = % x+b.

Como o ponto A pertence a esta reta:
_3.C _1r
4—2><( 3)+b & b= 7

Logo, y =%x + 12—7 é a equacao pedida.

_3 _3
b) m, = ) tgo= >
o € [0°,180°]
Logo, o =56,3°.

¢) A bissetriz dos quadrantes pares tem como vetor
diretor, por exemplo, o vetor de coordenadas (1, -1).
Um vetor diretor da reta t pode ser, por exemplo, o
vetor de coordenadas (2, 3).

1L, -l =V12+ (-1)2=V?2
12, 3)l=V22+32=V13
(1,-1)"(2,3)=2-3=-1
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Assim, sendo o, o angulo pedido,
-1l

\/— Vi3 , pelo que
1
o =cost ( V%6 ) =14 rad.

cCos o=

x10+2x0+5x(-1)=5+0-5=0

O angulo formado pelos vetores Uev éreto, ja

- -
que u v =0.

Q0 V=-V3x0+(-2)x0+4x\V5=
=0+0+4V5=
=4\/5

O angulo formado pelos vetores Uev é agudo, ja
que u-v>0.

31.
Aa b =4x(-1)+(1)x3+1x7=-4-3+7=0

- = .
Logo, os vetores a e b sao perpendiculares.

b)c - d= 0><\/§+4><0+3><§—0+0 ;’ ;’

d ~ ~ .
Logo, os vetores c e d nao sao perpendiculares.

32.
a) Por exemplo, (0,-5,-1), (5,0, 4), (1, -4, 0).

(=7,0,V2), (0,-7, 3), (3,-V/2,0).

b) Por exemplo,

33.(a, b, ) (0, c,-b) =0+ bc - bc =0, logo os veto-
res L7(a, b,c) e (O, c,—-b) sao perpendiculares.

(a,b,c) (c,0,-a) =ac+0-ac=0, logo os vetores
L_f(a, b, c) e (c,0,—-a) sao perpendiculares.

(a, b, c) " (b,—a,0)=ab-ab+0=0, logo os veto-
res J)(a, b,c) e (b,—a, 0) sao perpendiculares.

34. Seja M o ponto médio de [AB].

_(=3+1 2+0\_ _
a)M—( = ) (-1,1)

AB =(1,0) - (-3,2) = (4, -2)

—  —>
MP-AB=0 & (x+1,y-1)'(4,-2)=0

S 4dx+4-29+2=0

S 2y=4x+6

< y=2x+ 3, que é a equagao pedida.

1+4 7+5 5
(41523

48

AB = (4,5)-(1,7) = (3,-2)
MP-AB =0 o (x—%,y—ﬁ)'(&—Z):O

N 3x—%—2y+12=0

S 2y=3x+ %
3 .9 . ~ .
Sy —§x+z, gue € a equagao pedida.

35. AP - BP =0
S k+1,y-3) (x-2,y-5=0
© @+l x-2)+-3)(r-9)=
& x2-2x+x-2+y2-5y-3y+15=0
& x2-x+)?-8y=-13

= x2—x+%+y2—8y+16=—13+%+18

13 . ~ .
% gue € a equagao pedida.

-3 oo

— —>
36.CT TP=0 (-2-2,1-(-1)) (x-2,y+1)=0
S (-4,2) (x-2,y+1)=0
o ~4x+8+29+2=0
S 2y=4x-10
& y=2x-5, que é a equagdo pedida.

3l

a) O lugar geométrico dos pontos P(x, y) do plano tais
que AP - BP =0 é a circunferéncia de diametro [AB]:
x+3,y-4) (ny+2)=0
& x¥2+3x+)2+2y-4y-8=0
& x2+3x+)2-2y=8
& x2+3x+—?:+y2—2y+1=8+—2—+1
= <x + ) +(y-1)? _ 4

4
Ou seja, a circunferéncia de centro C (— % 1) e

V45
>

b) O lugar ge_o)métﬂ)co dos pontos P(x, y) do plano
tais que AB ' MP =0, onde M é o ponto médio de
[AB], é a mediatriz do segmento de reta [AB]:

raio igual a

Calculos auxiliares

AB = (0,-2) - (-3, 4) = (3, -6)
S

(3,—6)'<x+%,y—1>=0 o 3x+%—6y+6:0

o 6y=3x+2—2l
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O lugzigeo_ryétrico dos pontos P(x, y) do plano tais
que AB - BP =0 é a reta tangente a circunferéncia
de centro A no ponto B ou € a reta perpendicular a
reta AB que passa no ponto B:

(3,-6) " (x,y+2)=0 & 3x-6y-12=0

< 6y=3x-12
@yZ%x—Z
38.
_(=2+3 5-1\_/1
(5 (1

—

AB =(3,-1) - (-2, 5) = (5, -6)

— —> 1
AB-MP=0 o (5,—6)'(x—§,y—2>=0

N 5x—%—6y+12=0

& By=5x+ 12—9
S y= S x+ E, que é a equacao pedida.
6 12

B CA =(-2,5)— (1, 1) = (-3, 4)
CA-AP =0 & (-3,4) (x+2,y-5)=0
& Br-6+4y-20=0

< 4y=3x+26
3 13 . ~
© y =7, %+ 77 que éaequagdo pe-
dida.
39.

A AP BP=0 ¢ (x-0,y-1) (x~6,y-5)=0
& x2-6x+)?-5y-y+5=0
& x2-6x+)?-6y=-5
& x2-6x+9+)2-6y+9=-5+9+9
& (x-3)2+ (y-3)2=13, que é a equa-
¢ao pedida.
b) C e D sdo pontos da forma (x, 0), uma vez que per-
tencem ao eixo das abcissas.
Substituindo na equagdo da circunferéncia de dia-
metro [AB]:
(x-3)2+(0-3)2=13 & (x-3)2=4
& x-3=-2vx-3=2
S x=1vx=5
Assim, C(1, 0) e D(5, 0).
¢) Seja M o centro da circunferéncia de didmetro [AB];
M(3, 3)
— —
MC-CP=0 < (1-3,0-3)'(x-1,y-0)=0
< (-2,-3) (x-1,») =0
& 2x+2-3y=0
& Jy=-2x+2

& y=—%x+%, que é a equagdo re-

duzida da reta tangente a circunferéncia de diame-
tro [AB] em C.

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

MD-DP=0  (5-3,0-3) (x-5,y-0)=0
& (2,-3) (x-5,)=0
& 2x-10-3y=0
& 3y=2¢-10
2

= y=§x—13—0, gue é a equacao re-

duzida da reta tangente a circunferéncia de diame-
tro [AB] em D.

=32+ (—-32213 A y2-2x+2 A

3 3

/\yzzx—l:s—o Ays0

3

i) Seja | o ponto intersecdo das retas tangentes a

circunferéncia de diametro [AB] em Ce D.

_2..2 o
Y=gty
=
2 10 2,22 10
Y=3*7 3 3¥737°3%7 3
o __4
Y773
= =
4x=12 x=3

4
Entdo, /{3, -—=].
ntao (3 3>

Seja M o centro da circunferéncia de didametro [AB];
M(3, 3)
4 13

M-g.+ 413
3 3

Por outro lado, CD=4.

A drea do losango [CIDM] é ent&o:

2 3
Um vetor diretor da reta tangente a circunferéncia
no ponto C é (3, 2) e um vetor diretor da reta tangen-
te a circunferéncia no ponto D é, por exemplo, (-3, 2).
I3, 2)Il=V32+22=V13 = ||(-3, 2)ll
(3,2)'(-3,2)=9+4=-5
Assim, o angulo formado pelas duas retas é dado por:

|-5]

o=cos ( EVCERViEt ) - 67,380°

Pelo que, a drea a do setor circular de centro M e
arco BD é dada por:

13n = a

360°  67,380°

Ou seja, a=7,644.

Logo, a area da regido sombreada é, aproximada-

mente, 23—6 - 7644 =1,02.
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Unidade 3 - Equacdes de planos no espaco
Péginas 143 a 164

40. Um vetor normal ao plano dado é (1, -2, 0).
Um vetor diretor da reta definida na opgao A é
(3, 2,1). Ora, este vetor nao é colinear com o vetor
normal ao plano, pelo que esta reta nao é perpen-
dicular ao plano dado.
Um vetor diretor da reta definida na opcéo B é
(0, 0, 1). Ora, este vetor nao é colinear com o vetor
normal ao plano, pelo que esta reta ndo é perpen-
dicular ao plano dado.
Um vetor diretor da reta definida na opgéo C é
(1, =2, 0). Ora, este vetor é colinear com o vetor
normal ao plano, pelo que esta reta é perpendicu-
lar ao plano dado.
Um vetor diretor da reta definida na opgdo D é
(3,0, 1). Ora, este vetor ndo é colinear com o vetor
normal ao plano, pelo que esta reta nao é perpen-
dicular ao plano dado.
Assim, a opcao correta é a (C).

a,

a) Por observagado da condigdo dada, obtém-se o vetor
normal ao plano r7a (-2,1,3) eoponto P; (1, —%, 2).
Se, por exemplo, x=0 e y=0, tem-se:

—2(0—1)+(0+%>—3(2—z)=0 o 2+%—6+32=0

_r
& 3z= 2

7
& z=—

6

b) Por observagao da condigéo dada, obtém-se o vetor

Obtém-se o ponto P, (O, 0, 1).

normal ao plano rﬂg (—l, 1 %) eoponto Py (-2, 0, 2).
Se, por exemplo, y=0 e z=0, tem-se:

__L1g_ oot __2
-x+2)+0= 4(0 2) & x-2 2<:>x ?

Obtém-se o ponto P, (— % 0, O).

¢) Por observagao da condigéo dada, obtém-se o vetor

normal ao plano ﬁ:{ (1, 2, %)

Se, por exemplo, x=0 e y=0, tem-se:
0+0+%:5 & z=15

Obtém-se o ponto P; (0, 0, 15).
Se, por exemplo, x=1 e y=1, tem-se:

1+2+%=5 & z=6

Obtém-se o ponto P, (1, 1, 6).
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d) Por observagao da condigdo dada, obtém-se o vetor
normal ao plano n% (3,0,2).

Se, por exemplo, x=0 e y =100, tem-se:

0+2z=-1 & z=—%

Obtém-se o ponto P; (O, 100, —%)

Se, por exemplo, z=0 e y=2017, tem-se:

1
=-1 =——=
3x+0 == 3

Obtém-se o ponto P, (— % 2017, o).

42,

A2x+1)-1(y-1)+3(z-2)=0
& 2x+2-y+1+3z-6=0
< 2x-y+3z-3=0, que é a equacgao pedida.

b1(y-3)+2(z-2)=0
o y-3+2:-4=0
& y+2z-7=0, que é a equacdo pedida.

6)2(x+2)+5(z-2)=0
& -2x-4+52-10=0
& —2x+5z-14 =0, que é a equagao pedida.

d-3x+1)+4@p+1)=0
& 3x-3+4y+4=0
< -3x+4y+1=0, que é a equacdo pedida.

e)5(x-3)=0 & 5x-15=0
< x =3, que é a equagao pedida.

43.

a) Um vetor diretor da reta definida por x=-4 A y=5
é (0, 0, 1), pois a reta é paralela ao eixo Oz. Como a
reta é perpendicular ao plano o, entao este vetor é
normal ao plano o.

Assim:
z+1=0 @ z=-1
Logo, z=-1 é uma equagao cartesiana do plano o.

b) Um vetor diretor da reta definida por y =21 A z=-10
é (1, 0, 0), pois a reta é paralela ao eixo Ox. Como a
reta é perpendicular ao plano o, entdo este vetor
é normal ao plano o.

Assim:

x-1=0 o x=1

Logo, x =1 é uma equacéo cartesiana do plano o.
¢) Um vetor diretor da reta definida por x=-1 A z=0

é (0, 1, 0), pois a reta é paralela ao eixo Oy. Como a

reta é perpendicular ao plano o, entdo este vetor é
normal ao plano o.
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Assim:
y-3=0 & y=3
Logo, y =3 é uma equagao cartesiana do plano o.

44,
al Por exemplo, @ (0,1,1),b (1,0,~2) e ¢

b) Seja u (a, b, ¢) um vetor ndo nulo.

(1,2, 0).

—

gV =0 (@ b,c)-(1,0,2)=0

- -

u-w=0 (a,b,c) (-2,1,-1)=0

a+2c=0 a=-2¢c a=-2c
& = &

-20+b-c=0 4c+b-c=0 b=-3c

Assim, L7(—2c, -3¢,¢), ceR.
Por exemplo, se ¢ =1, obtém-se L7(—2, -3,1).

45,
) AB = (3,2,5)— (3,4 5) = (0,-2,0)
BC =(1,2,3)-(3,2,5) = (-2,0,-2)

Seja lT(G, b, ¢) um vetor ndo nulo, simultanea-
—> —
mente perpendicular aos vetores AB e BC.

7 -AB=0 (a,b,c) " (0,-2,0)=0

o =
u-BC=0 (a,b,c)(-2,0,-2)=0
-2b=0 b=0
& &
-20-2c=0 a=-c

Assim, t'(-c, 0, ¢), c € R.

Por exemplo, se ¢ =1, obtém-se L7(—1, 0, 1).

Entao, L7(—l, 0, 1) é um vetor normal ao plano e
A(3, 4, 5) é um ponto do plano:
-1x-3)+0(y-4)+1(z-5 =0

< x+3+z-5=0

& x+z-2=0

b AB =(0,2,1) - (-1,2,0) =
CA=(-120)-(1,11)=

(1,0,1)
(-2,1,-1)

Seja u(a b, ¢) um vetor ndo nulo 5|multanea—
mente perpendicular aos vetores AB e CA

u-AB=O (a,b,c)"(1,0,1)=0
&
(@,b,c) (-2,1,-1)=0

a+c=0 a=-c a=-c
= =) =S

-2a+b-c =0 2c+b-c=0 b=-c
Assim, L?(—c, -¢,¢), c€R.
Por exemplo, se ¢ =1, obtém-se tf(—l, -1,1).
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Entéo, LT(—l, -1,1) é um vetor normal ao plano e
A(-1, 2, 0) é um ponto do plano:

1x+1)-1p-2)+1z-0)=0
& x-1-yp+2+2=0
& x-y+z+1=0
) AB = (2,-1,2) - (0,1, 3) = (2, -2, -1)
BC =(1,2,0) - (2,-1,2) = (-1, 3,-2)

Seja L7(a, b, ¢) um vetor ndo nulo, simultanea-
—> —
mente perpendicular aos vetores AB e BC.

7 AB =0 (a b,c) (2,-2,-1)=0

o —>
u-'BC =0 (a,b,c) (-1,3,-2)=0

20-2b-c=0 c=2a-2b
1SN o
0

-a+3b-2c = -a+3b-4a+4b=0
_14, _4
_ c= 5 b-2b c—5b
= = . = 7
5a0=7b =—b =—b

a a 5 a 5

(T 4
A L, Ul=b,b,—=b), bER.
ssim u(Sbb 5b) b

Por exemplo, se b =5, obtém-se L7(7, 5, 4).

Entao, LT(?, 5, 4) é um vetor normal ao plano e
A(0, 1, 3) é um ponto do plano:
7Tx-0)+5p-1)+4(z-3)=0

< Ix+5y-5+4z-12=0

& Tx+5y+4z-17=0

46.
a(x-1)2+ (y-1)2+(z- 1)2=(x—2)2+(y+1)2+(z—0)2
S 2=+ 1+)2-2p+1+22-22+1=
=x2—b4x+4+y?+2p+1+22
S x-4y-2z-2=0
< x—2y-z-1=0, que é uma equacao cartesiana
do plano mediador de [AB].
bl AB =(2,-1,0)- (1,1, 1) = (1,-2,-1)
BC = (0,2,-3)- (2,-1,0) = (-2, 3,-3)
_1—2 z ?2 * —:)l) logo os vetores AB e BC ndo sao
colineares e, portanto, os pontos A, B e C ndo sado
colineares.

4],

ar(11-1)

(0,0,1)

- ~ . .
e s sao vetores diretores das retas r e s, respeti-

vamente.
. - ~
Uma vez que a abcissa e a ordenada de s sdo 0 e
- o ~ ~ - ~ .
as de r’ nao sao, entao os vetores nao sao colinea-
res.

N
r
N
S
N
r
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Além disso, os pontos da reta s sdo da forma
(0,1, z), sendo z um ndmero real.

-1=-1+k
0,1,2)=(-1,0,2) +k(1,1,-1) & {1=0+k
z=2-k
k=1 k=1
< 1k=1 o k=1
z=2-k z=1

Assim, o ponto (0, 1, 1) pertence as duas retas,
logo, concluimos que as retas sdo concorrentes.

b) Seja ﬁ(a, b, ¢) um vetor normal ao plano definido
pelasretasres:

nr=0 (@, b,c)-(1,1-1)=0
=
n's=0 (a,b,c)*(0,0,1)=0
a+b-c=0 a+b=0 a=-b
(=1 (== [==
c=0 c=0 c=0

Assim, (b, b, 0), b € R.

Por exemplo, se b =1, obtém-se n(-11, 0).
Uma equagao cartesiana do plano é:
-x-0)+(p-1)=0  «x+y-1=0

48.

a) Sejam r'es vetores diretores das retas re s, res-
petivamente.
r (-2,0,0)
s (1,0,0)
Tem-se que r’=-25, ou seja, os vetores res
sao colineares, logo as retas r e s sao paralelas
ou coincidentes.
(3,1, 2) é um ponto da reta r mas ndo é um ponto
da reta s, pois os pontos da reta s sdo da forma
(x, 2, 1), sendo x um numero real.
Assim, as retas r e s sao estritamente paralelas,
logo definem um plano.

b) Seja A(3, 1, 2) um ponto da reta r e seja B(1, 2, 1)
um ponto da reta s.
AB=(L21)-(312=(21-1)

Este vetor é paralelo ao plano definido pelas retas

resenao é colinear com r_)(—2, 0, 0).

Seja L7(a, b, ¢) um vetor ndo nulo, simultaneamen-
. — -

te perpendicular aos vetores AB er".

S >
u-AB=0 (a,b,c) (-2,1,-1)=0
=
ur=0 (@, b,c) (-2,0,0)=0
-2a+b-c=0 c=b
= =
-2a=0 a=0
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Assim, (0, b, b), b € R.

Por exemplo, se b=1, obtém-se LT(O, 1,1).

Entdo, u'(0, 1, 1) é um vetor normal ao plano e
A(3,1,2) éum ponto do plano:
Ox-3)+1(y-1)+1(z-2)=0

o y-1+z-2=0

< y+z-3=0, que é a equacgao pedida.

49,

a) Substituindo x, y e z naequagdo dareta r pelas
coordenadas do ponto A, vem:

4
S3-1+3k k=-2
" 3
2= % olk=1
0=1-k k=1

gue é uma condigao impossivel.
Logo, o ponto A é exterior a reta r.
Assim, a reta r e o ponto A definem um plano.

b) Um vetor diretor dareta r é r(3, 2, -1).
O ponto B(1, 0, 1) é um ponto da reta r.
AB = (1,0,1)-(-3,2,0)=(4,-2,1)
Este vetor é paralelo ao plano definido pela reta r
e pelo ponto A e ndo é colinear com r.
Seja L7(a, b, ¢) um vetor ndo nulo, simultanea-
. — N
mente perpendicular aos vetores AB e r'.

o =
u-AB=0 (a,b,c)(4,-2,1)=0
=3
u-r=0 (a,b,¢)(3,2,-1)=0
4a-2b+c=0 c=-4a+2b
& &
3a+2b-c=0 3a+2b+4a-2b=0
_ c=2b
=S =S
7a=0 a=0

Assim, U'(0, b, 2b), b € R.

Por exemplo, se b =1, obtém-se L7(0, 1 2).

Entao, L7(O, 1, 2) é um vetor normal ao plano e
A(-3, 2,0) éum ponto do plano:
Ox+3)+1(y-2)+2(z-0)=0

o y-2+2z=0

& y+2z-2=0, que é a equacdo pedida.

50.
a) (x,y,2) = (-V2,3,1) +s(-1,1,-2) + (3, 2,5), s, t € R
€ a equacao pedida.

b)Se x=0 e y=0, entdo z =05, e obtém-se o ponto
A(0, 0, 5) pertencente ao plano.
Se x=0 e z=0, entdo y =15, e obtém-se o ponto
B(0, 5, 0) pertencente ao plano.
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Se y=0 e z=0, entdo x =15, e obtém-se o ponto
C(5, 0, 0) pertencente ao plano.
Entéo:

AB =(0,5,0)-(0,0,5)=(0,5,-5)

BC =(5,0,0)-(0,5,0) = (5,-5,0)

A_B) e BE sao vetores paralelos ao plano.

Logo, (x,3,z)=(0,0,5)+s(0,5,-5) + t(5,-5, 0), s,
t € R é a equacao pedida.

51,
x=-V2-s+3t

a) \y=3+s+2t s, teER
z=1-25+5t

b) Usando os pontos A, B e C e os vetores A_B> e BE)
do exercicio anterior, obtém-se:
x=>5t
y=5s-5t s, t€ R
z=5-5s

5. IUK:x+y+z=2
Uma vez que o centro do cubo é a origem do refe-
rencial e que o ponto K pertence ao plano xOy,
entdo K(x, x, 0), sendo x um numero real.
Como K pertence ao plano IUK, entdo x+x+0=2
< x=1
Logo, K(1, 1, 0). Conclui-se também que a aresta
do cubo é 2 e que D(1, -1, 1).
Assim, o plano paralelo a IUK e que passaem D é
daforma x+y+z=d.
Como D pertence a esse plano:
1-1+1=d & d=1
A equacdo pedida é x+y+z=1.

53. Um vetor normal ao plano o é (1, -2, 1). Um plano
que seja paralelo a o terd como vetor normal um
vetor colinear com este, 0 que apenas acontece
na opgao (B), em que um vetor normal ao plano
indicado é (-2, 4, -2).

Assim, a opcao correta é a (B).

54. Para que os dois planos sejam perpendiculares
tém de ter vetores normais perpendiculares.
Assim:

(2,4,-1)"(2,k-1,-1)=0 @ 4+4k-4+1=0
1

k=-1
< 4

55. Seja M o ponto médio de [AB].

(341 240 042\
a)M—( e )—(1,1,1)

AB=(1,0,2)-(-3,2,0)=(4,-2,2)
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— —

MP-AB=0 < (x+1,y-1,z-1)"(4,-2,2)=0
S bx+4-2p+2+22-2=0
S bx-2p+2z+4=0
< 2x-y+z+2=0,que é aequagao

pedida.
_(1+4 7+5 2+3\_(5 . 5
b)M—( = )—(2,6,2>
AB =(4,53)-(1,7,2)=(3,-2 1)
—  —> 5 5
MP-AB:O@<x—§,y—a,z—5>-(3,—2,1)=0
(:)3x—12—5—2y+12+z—g=0
& 3x -2y +z+2=0, que é a equagao
pedida.
56, AP - BP =0

S w-1Ly+1,z-3) (x,y-2,z-5=0
& xX2-x+y?2-29+y-2+22-52-3z+15=0
& X2-x+12—y+22-8:=-13

© x2—x+%+y2—y+%+zz—8z+16=

1.1
=-13+=+>+16
4 4

R B A A a4 . _
@( 2) +(y 2) + (z - 4) 2,queeaequa

¢ao pedida.

51.CT TP =0
< (2+2,-1-0,-3-1) x-2,y+1,z+3)=0
< (4,-1,-4) x-2,y+1,z+3)=0
S 4x-8-y-1-42z-12=0
& 4x-y-4z-21=0, que é a equacgao pedida.

a) O lugar gegmét_r)ico dos pontos P(x, y,z) do espago
tais que AP - BP =0 ¢é a superficie esférica de dia-
metro [AB].

— —>

AP -BP =0

S xk+3,y-4,2z-2)x-1,5,z+2)=0
& x2-x+3x-3+)y2-4y+22-4=0

& X2+ 2%+ y2-by+22=7

S X+ +1+)?-by+4+22=T+1+4
e k+1)2+(y-2)2+22=12

b) O lugar ge_o)métLi)co dos pontos P(x, y, z) do espago
tais que AB * MP = 0, onde M é o ponto médio de
[AB], é o plano mediador do segmento de reta [AB].

_(-3+1 4+0 2-2
M _( 2 722
N
AB =(1,0,-2) - (-3, 4, 2) = (4, ~4, —4)

) —(-1,2,0)
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AB "MP =0 & (44 ~4) (x+1,y-2,2)=0

S bx+4-4y+8-4z=0

S bdx-4y-4z+12=0

o x-y-z+3=0

¢) O lugar g(ﬁméiico dos pontos P(x, y, z) do espaco

tais que AB - BP =0 ¢ o plano tangente a superfi-
cie esférica de centro A no ponto B ou é o plano
perpendicular a reta AB que passa no ponto B.
AB BP=0 & (4 -4 —4) (x-1,3.2+2) =0

& bx-4-4y-4z-8=0

S bx-4y-42z-12=0

< x-y-z-3=0

59,
Al AB = (3,1,-1) - (-2, 5,1) = (5, 4, —2)

M= (2;3,521,1 1) ( )

— —>
AB -MP=0 & (5,~4 -2) (

l\)||—'

>:o

= 5x—%—4y+12—22=0

S 5x—4y—22+12—9=0

s

b)CA =(-2,5,1)-(1,1,1) =(-3, 4,0)

—  —>

CA " AP=0 < (-3,4,0)' (x+2,y-52z-1)=0
& -3x-6+4y-20=0
< -3x+4y-26=0
& 3x-4y+26=0

60. Qualquer ponto da reta r é da forma (1 + 2k, -1 - k, k),
sendo k um numero real. Substituindo na equacéao
do plano:

1+2k-2(-1-kK =4 & 1+2k+2+2k=4
- -1
S bk=1 k—4

Assim, obtém-se o ponto de coordenadas

11\_(3 51
<1+2 —1—4 4> (2, 4 4> gue é o ponto

de intersecao da reta r com o plano o.

61.

a) Substituindo na equacg3o da reta (x, y, z) pelas coor-
denadas do ponto A, obtém-se:

(él 2 2) =(1,2,3)+A(1,0,2)

2
_3 1
1-a=7 A==
©12=2  12=2
_ 1
3+:=2  (A=-3

Logo, o ponto A pertence a reta s.

94

Substituindo na equagdo da reta (x, y, z) pelas
coordenadas do ponto B, obtém-se:

(-1,2,-1)=(1,2,3)+A(-1,0,2)
1-A=-1 A=2

&192=2 &12=2
3+2A0=-1 A=-2

Logo, o ponto B ndo pertence areta s.

b) Qualquer ponto do plano yOz é da forma (0, y, z),
onde y e z representam ndmeros reais.
Assim:
0,9,2=(1,2,3)+A(-1,0,2)
1-1=0 A=1
2=y < yy=2
3+20=z z=5
Logo, o ponto de intersegao da reta s com o plano
y0z tem coordenadas (0, 2, 5).

¢) Por exemplo, r:(x, y, z) = (-1, 2,-1) + k(-2, 0, 4), k € R.

d) Sabe-se que o vetor de coordenadas (-1, 0, 2) é um
vetor diretor da reta s. Um vetor diretor da reta t
terd de ser perpendicular a qualquer vetor diretor
da reta s. Assim, um vetor diretor da reta t pode
ser, por exemplo, o vetor de coordenadas (2, 5, 1).
Entdo, uma equacéo vetorial da reta t é, por exem-

olo, t:(x, ,2) = (% 2 2) 1 K(2,51) kER,

62.

AAB =(24,1)-(13.2)=(11-1
O triangulo [ABC] é retangulo em B, por estarﬂs—
crito numa semicircunferéncia, logo o vetor AB é
normal ao plano BCD. -
Entdo, como B pertence ao plano BCD e AB é um
vetor normal a este plano, uma equacao cartesia-
na do plano BCD é:
1x-2)+1p-4)-1z-1)=0
& x-2+y-4-z+1=0
& x+y-z-5=0

b) CD & um vetor normal ao plano ABC e, como tal, é
colinear com (0, 1, 1) que é um vetor colinear a
este plang
Assim, CD = (0, k, k), para algum k real.

Como a altura do cilindro é 2\/_ 2, tem-se:
ICDI=2V2 & VO2+ K2+ K2=V8 o 2k2=8

o k=2 v k=-2

Logo, CB = (0, 2, 2), de acordo com a figura.

Um ponto da base superior do cilindro é:

A+CD =(1,3,2)+(0,22)= (15,4

Como a base superior do cilindro é paralela ao
plano BCD, entdo um vetor normal a este plano é
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também um vetor normal ao plano que contém
essa base. Assim, (0, 1, 1) é um vetor normal ao
plano que contém a base superior do cilindro.
Tem-se entdo que uma equacgao da base superior
do cilindro é:

Ox-1)+1(y-5)+1(z-4)=0

S y-5+z-4=0

< y+z-9=0
y+z=5 y=5-z
c) s

16x -5y +11z=23 16x-55-2) +11z=23

(=4 (=1
16x-25+5z+11z=23 |(16x+16z=48
—_— y=5-z

o =
x+z=3 x=3-z

Assim, os pontos que pertencem a intersegdo dos
dois planos sao os pontos da forma:

(3-z,5-z2,z€R
Mas, (3-z,5-2z2)=(3,50)+z-1,-1,1),z€ R.

Logo, uma equacao vetorial da reta de intersecgao
dos dois planos é:

(6,7, 2) = (3,5 0) +k(-1,-1, 1), k € R

63.
a) Seja M o ponto médio de [AC].

_(0+1 0+0 140\ _/1 1
M"( 2 2 2 )"(2‘0'2>

Uma vez que a reta BD é paralela ao eixo Oy e que
M é um ponto desta reta, entdo uma sua equacao

2
Assim, as coordenadas do ponto B sdo da forma

vetorial & (x, y, z) = (% 0, l) +K(0,1,0), k€ R.

(% W %) e as coordenadas do ponto D sao da

1 1 . "
forma 25 sendo y um numero real positivo.

IACI=1BDI < VIZ+ 02+ (2= V02 + (2)+ 07

e V2= \ 4?2
o 4?=2
2_21

Como y >0, entdo y= Tz

Logo. 8( V2 Yeo(3 V2 3

2' 2 "2 2' 2 "2
1 1

hE=M=(=,0 =

) (2 0 2)

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

EV-AC =0 (x—%y.z—%) (1,0,-1)=0
=
EV DB =0 ( %,y.z %) (0,V2,00=0
x—%—z+%—0 x-z=0 |x=z
= = =
\/EyZO y=0 y=0

gue sao as equacdes cartesianas da reta EV.

¢) A reta EV é perpendicular ao plano ABC. Logo,
gualquer vetor diretor da reta é normal ao plano.
Assim, o vetor (1, 0, 1) é normal ao plano ABC e,
consequentemente, é normal a qualquer plano que
Lhe seja paralelo.
Como o ponto V pertence a reta EV, tem-se que
V(a, 0, a), a € IR*, de acordo com a figura.

=12 <:>—><1><1><EV V2

o EV=3V2

& a—— ‘ro2+(a-2)=3V2
(o2

plram|de

= 2<a—§> =18

1\2
= (0—2) =9

oa=Lva=-2
2

Como a € IR*, entao V(% 0, %)

Assim, uma equacgéao do plano paralelo a ABC que
contém Vé:

1(x—%>+0(y—0)+1(z—%)=0

= E +z- 5 =0

& x+z=7
Aprende Fazendo
Péginas 168 a 184

1. O declive daretaré - % Logo, o declive da reta s,

que é perpendicular aretar, é 3.

Assim, areta r é daforma y=3x+b.

Como o ponto de coordenadas (1, 2) pertence a
reta s, tem-se:

2=3x1+b < b=-1

Logo, s: y=3x-1.

A opcao correta é a (B).




2. 0 declive da reta de equacdo y=2x+5 é 2, pelo
que o declive de uma reta que lhe seja perpendicular
1

e —E.

Na opgao (A) tem-se:
y+%x—\/§=0 = y=—%x+\/§

A opcao correta é a (A).

3. A circunferéncia representada na figura tem centro
no ponto de coordenadas (4, 2) e raio 2. Assim, uma
equacao dessa circunferéncia é (x—4)2 + (y - 2)2 < 4,
0 que exclui as opgoes (B) e (C).

As retas p e r representadas na figura sao perpen-
diculares, pelo que o produto dos seus declives é
igual a -1. Assim, exclui-se a opcao (A).

A opcao correta é a (D).

T N e S — —
4 (v-u)u=v-u-u-u=0-lIul2=-1u12

A opcao correta é a (C).

5. 101 =V32+02+ (-1)2=V10

AB =(3,0,-1)-(2,-4,-4)=(1, 4, 3)
% IAB I = %m%WG

— 1,= . g .
Logo, llu'll = = IIABIl, o que significa que a proposi-
cao (1) é falsa.

%i % * _3—1 logo U e AB n3o sao colineares e a

proposicao (ll) é falsa.
0 AB=3x1+0x4+(1)x3=3-3=0, ou
seja, os vetores ue A_B> sao perpendiculares e a
proposicao (lll) é verdadeira.
A opcao correta é a (D).

.Se a b_) < 0, entdo o angulo formado pelos veto-
res a e b_) é um angulo obtuso, o que apenas
acontece na opgao (A):

e

A opcao correta é a (A).

v

1.AB-AC =18 < IABI IIAC |l cos 60° =18
PN x><x><%=18 < x2=136

Logo, x =6, ou seja, a medida do lado do triangulo
€ 6. Assim, o seu perimetro é 3x 6=18.
A opcao correta é a (A).

—  — —> —>
8.RQ - PO = IRQ Il IPO Il cos 120° =

—axax(-= _a
2 2

A opcao correta é a (C).

56

O centro da circunferéncia é a origem do referen-
cial. Seja T o ponto de tangéncia.

O_T> = (3, 4), pelo que o declive da reta OT é igual a %

Uma reta que seja tangente a circunferéncia no
ponto T é perpendicular a reta OT e tem declive

i uala—§
g 4

A opgao correta é a (D).

10. A reta tangente a circunferéncia de centro C no

1.

12

ponto A é o lugar gjom_é)trico dos pontos P(x, y)
do plano tais que CA - AP =0.
A opcao correta é a (B).

Um vetor diretor daretaré 7(2, -1, %)

(2,—1,%)-(16,—8, 1)=2><16+(—1)><(—8)+%><1=

1 321
=32+8+ 8- 8
Ou seja, a reta r nao é perpendicular a reta defini-
da por (x,y,z)=k(16-8,1), k € R.
1
2 _1
16 -8

:iz
1

1
8
Logo, a reta r é paralela a reta definida por:
(,y,z)==k(16-8,1), k€ R

A opcao correta é a (B).

Um vetor diretor dareta ré 7(2, % O), que ndo é

colinear com o vetor de coordenadas (2, 5, 0), logo
este ndo é um vetor diretor daretar.

Um vetor normal ao plano o é n'(6,5,0), gue nao
€ colinear com o vetor de coordenadas (6, 5, -4),
logo este ndo é um vetor normal ao plano .

'I7=2><6+%><5+0><0=6—31,logoosvetores

VN

-~ ~ .
n nao sao perpendiculares e, portanto, areta r
é estritamente paralela ao plano o.

5

e
nao

2 3 1 -~ = . —
Uma vez que 5 =5 =§, entdo r’ é colinearan’,

logo a reta r é perpendicular ao plano o.

A opcao correta é a (D).

1.2 4-1)(2k-1,-1)=0 & 4+4k-4+1=0

& 4k+1=0 & k=—%

A opcao correta é a (B).
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14. Um vetor normal ao plano dado é n'(1, -2, 0).
(1,-2,0)(3,2,1)=3-4+0=-1, logo o plano ndo
é paralelo a reta definida na opgao (A).

2 f\ogq_ 4,925
(1,-2,0) (3,3,—5)—3 3+O—3,logooplano

nao é paralelo a reta definida na opgao (B).
(1,-2,0) " (4,5, 0)=4-10+ 0 =-6, logo o plano
nao é paralelo a reta definida na opcéo (C).
(1,-2,0)(0,0,1)=0+0+0=0, logo o plano é
paralelo a reta definida na opcao (D).

A opcéo correta é a (D).

- - > >
Bl +viIi=Viu +vIZ=

- - = —
= \/IIUII2 + 241V cos(u, v) +IIVIIZ=

=\/32+2x3x4xcos(g>+42=

-, = —= =
=VIZI2- 2171 IV cos(u, V) + vz =

=\/32—2x3x4xcos<g)+42:
= /9—24x%+16:

=V13

A opcao correta é a (A).

—> —> —> — > — >
16. (AB + AC) BC =AB *BC + AC "BC =
=[x [xc0s120°+ [ x [ x cos 60° =

A opcao correta é a (D).

17. Seja T(x, y) um ponto da reta t.
OPPT=0 < (a,b) (x—a,y-b)=0
& ax-a’+by-b2=0
& by=-ax+a?+ b?
o y=-2, a’+b?
b b
Tendo em conta que a circunferéncia representa-
da tem centro na origem e raio 1, tem-se que
a=cos o e b=sen o, onde o representa a inclina-
cao da reta OP e, entdo, a®+ b?=cos? o+ sen o =1.
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Assim, y = —%x +% € a equacao reduzida da reta t.

A ordenada do ponto Q é O e o ponto Q pertence a
reta t, logo:

0=—%x+% o 0=-ax+1 & x=%

A opcao correta é a (A).

/~
—

18. Seja o= (CA,CB).
3n_ 4
A o

Assim:

CX'CE> =V3x \@xcos(%)z 3V3

A opcéao correta é a (C).

19. Um vetor normal ao plano o.é n,, (9, -8, 3).
Um vetor normal ao plano 3 é FE (4, V2, 8).
Um vetor normal ao plano y é n_; (-3,2,-1).
— —> ~
ne =—3ny, logo, os planos o e y s&o paralelos, mas
as equagodes que os definem néo séo equivalentes,
pelo que se trata de planos estritamente paralelos.

9. ~5_ +3 pelo que os planos o e  ndo sdo
47 V2 Ty

paralelos, e também ndo o sdo os planos B e y.
A opcéao correta é a (D).

20.

a)y = 3 representa uma reta horizontal, logo a sua
inclinagao é 0 radianos.

b) x = 4 representa uma reta vertical, logo a sua incli-

R
nagao é 0l radianos.

¢) A reta de equagédo y=x+1 tem declive 1.
Assim, sendo o a inclinagao desta reta:
tga=1 A O0<a<m

Logo, o =—Z— radianos.

d2x+2y-7=0 & 2y=-2x+7 <:>y=—x+%

A reta de equagdo 2x + 2y -7 =0 tem declive -1.
Assim, sendo o a inclinagdo desta reta:
tga=-1 A O<a<mw

Logo, o= 3—: radianos.

e) A reta de equacdo (v, v) = (1, 2) + k(6, 2V/3), k € R

2V3 _ V3
6 3
Assim, sendo o a inclinacao desta reta:

tem declive

AO<o<m

t =
ga 3

Logo, o =% radianos.

51




f) A reta definida por

21

22,

58

x=1-k
ke R tem
y=2+V3k

V3 _\3

declive

Assim, sendo o a inclinagao desta reta:
tga=-V3 A O0<a<m

Logo, o= 2?15 radianos.

Reta r: V3
m,=tg 30° = V3
3
O ponto de coordenadas (0, -2) pertence a reta r.
Logo, rny= 3 x-2.
Reta s:
ms=tg 45°=1

O ponto de coordenadas (0, -2) pertence a reta s.
Logo, siy=x-2.

Reta t:

m;=1tg 120° = -3

O ponto de coordenadas (0, —2) pertence a reta t.
Logo, tty=-V3x-2.

Retar:
Os pontos de coordenadas (0, -4) e (5, 0) perten-
cemaretar.

Loomzﬂzi
96 Mr=9"5 "5

Como o ponto de coordenadas (0, —-4) pertence a
retar, r: =—4—x—4
, riy 5 .
Sendo o ainclinacdo da reta r:
4
tgazg A 0°< o <180°

Logo, o = 38,7°.

Reta s:
Os pontos de coordenadas (3, 1) e (5, O) perten-
cem aretas.

Logo, m 101
I Ms=3 577
Assim, S:y:—lx+b.

2

Como o ponto de coordenadas (5, 0) pertence a
retas:

0=—%><5+b = bzg

Entéo, s:y=—%x+g.

Sendo B ainclinagdo da reta s:
tg[3=—% A 0°< B <180°
Logo, B = 153,4°.

B.u-V)U+V)=19 o 0 v -V V=19
& I12-1v2=19
& 102-IVII2=19
< IV12=100-19
e IVI2=81
Logo, IVl =V81 =09,

24,
a) AB =(2,-5)-(0, 3) =(2,-8)

B O

(2AB) - U = (4,-16) (-1, 4) =4 — 64 =68
bG (0 +6V)=0 U +60 V=
=012+ 0= (-1)2+42=17

—> —>
¢} BA =-AB =(-2,8)
(7+%BX>-(3J)=3L7-7+_BX-L7:
=3x0+(-3,12)" (-1, 4)=3+48=51
25.

a) A_B> ' M_P> =0, sendo M o ponto médio do segmento
de reta [AB], representa a mediatriz do segmento

de reta [AB].

— >
b) AP - BP =0 representa a circunferéncia de didme-

tro [AB].

— >
¢) AP - BP < 0 representa o circulo de didmetro [AB].

—  —>

d) AP - AB =0 representa a reta tangente a circunfe-
réncia de centro em B e raio AB no ponto A ou
reta perpendicular ao segmento de reta [AB] que

passa em A.

26.
a)
—  —
i) BO - CD =8 x4 xcos 0°=32
e ——
ii) AB - CD =4 x 4 x cos 180° = -16

e G g 1
iii) OD 'OB:4><8><005600=32><§=16

—  —
) OA - AD =4><4><005120°=16><<——)=—8

—> —>
b) PD - PA =0 representa a circunferéncia de dia-

metro [AD].

Seja h a altura do tridangulo [OAD]. Pelo Teorema

de Pitagoras:
42=22+h? & h?=16-4 < h?=12
Peloque, h=V12= 2V/3.
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Assim, D(2, 2V/3).

— —>

PD"PA=0 & (2-x,2V3-y) (4-x,)=0
& 8-2r—4x+x2-2V3y+)2=0
& 2 -Br+y2-2V3y=-8
& 2—Bx+9+)2-2V3y+3=-8+9+3
& (x-3)2+(y-V3)2=4

21.
a) O declive da reta definida por

(x,3) = (5, V2) + k(3,~4), k ER & -%.

Logo, o declive de uma reta que lhe seja perpendi-

cular é 3
4

Assim, a equacdo pedida é da forma y :%x + b.

Como o ponto A(1, 2) pertence a esta reta:
3 5
2=—x1+b b=—
4" <P

A equacéo pedida é y = §x +§.

4 4
1 2
b)x—5y=2 S Hy=x-2 yzgx_g

O declive da reta definida por x-5y=2 é %

Logo, o declive de uma reta que lhe seja perpendi-
cular é -5.

Assim, a equacao pedida é da forma y =-5x + b.
Como o ponto A(1, 2) pertence a esta reta:
2=-5x1+b < b=7

A equacgdo pedida é y=-5x+7.

¢) O declive da reta é dado por m =tg 150° = —?.
Assim, a equacao pedida é da forma y=- ?Bx +b.
Como o ponto A(1, 2) pertence a esta reta:
2=—?x1+b = b=2+?
A equacéo pedida é y=- % x+2+ %

d) O declive da reta é dado por m =tg 45°=1.
Assim, a equagao pedida é da forma y=x+b.
Como o ponto A(1, 2) pertence a esta reta:
2=1+b o b=1
A equagdo pedidaé y=x+1.

28.

a) O declive da reta r é 2. Um vetor diretor desta reta
éri(2).
O declive da reta s é —4. Um vetor diretor desta

;, =

retaé s (1,-4).
rs=(2"(1-4=1-8=-7
I71=V12+22=V5
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157 =V12+ (-4)2=\17

Seja o 0 dngulo formado pelas retas re s.

-7
cos o= ﬁ
Logo, o= 40,6
b) Um vetor diretor da reta r é r_>(—2, 3).
Sx+2y=7 & y="bx+7 < y=—%x+%

0 de_c)live daretasé —g. Um vetor diretor da reta
sé s (2,-5).

r+s=(-23)(2,-5)=-4-15=-19

171 =V(-2)?2+32=V13

151 =V22+ (-5)2=V29

Seja o 0 dngulo formado pelas retas re s.

[-19]
00 9= V13x V29
Logo, o =11,9°

¢) A reta r é uma reta horizontal e a reta s € uma reta
vertical, logo o angulo formado pelas retas r e s é 90°.

29,

a) A_B> ' MT-"> =0, sendo M o ponto médio do segmento
de reta [AB], representa o plano mediador do seg-
mento de reta [AB].

—  —>
b) AP - BP = 0 representa a superficie esférica de dia-
metro [AB].

—  —>
¢) AP - BP < 0 representa a esfera de didmetro [AB].

d) AP AB =0 representa o plano tangente a superfi-
cie esférica de centro em B e raio AB no ponto A ou
plano perpendicular ao segmento de reta [AB] que
passaem A.

(‘x'yvl)'(sv["lo):[) 6x+4y:0

0. el
(x'y'l).<1101_§)20 X—EIO
3+4y:0 y:_%
And =
x=d -t
2 2
31

N
a)AB=(0,-1,4)-(1,-1,3)=(-1,0,1)
Assim, um sistema de equagdes paramétricas da
reta AB é:
x=1-X&
y=-1
z=3+A

AER



b) Sendo a reta s paralela ao eixo Oz, um vetor diretor
destaretaé (0,0, 1).
Assim, uma equagao vetorial da reta s é:

(x,y7,2)=(0,-1,4) +k(0,0,1), ke R
32,
a) (0,2,-1)=(1,2,-3)+t(-2,0, 4)
0=1-2t 2%=1 tz%
&12=2 S492=2 &12=2
-1=-3+4t 4t=12 t=%

Logo, o ponto A pertence aretar.

(-5,2,-3)=(1,2,-3) +t(-2,0, 4)
-5=1-2t 2t=6 t=3
&12=2 &492=2 & 12=2
-3=-3+4t 4t=0 t=0

Logo, o ponto B ndo pertence a retar.

b) Os pontos do plano definidos por y = x sdo da
forma (x, x, z), sendo x e z nUmeros reais.

(x,x,z)=(1,2,-3)+t(-2,0, 4)

x=1-2t 2=1-2t
@{x=2 @{x=2

z=-3+4t
1 1
t=—= t=—=
2 2
Six=2 & ix =2
z=-3-2 z=-H

O ponto de intersegao da reta r com o plano y = x
tem coordenadas (2, 2, -5).

c)

i) Um vetor diretor da reta s é, por exemplo, (-1, 0, 2),
que é colinear com (-2, 0, 4), que é um vetor diretor
daretar.

Assim, s: (x,y,z) =(-5,2,-3) +k(-1,0, 2), k € IR.

ii) Um vetor diretor da reta t tem de ser perpendicular ao
vetor (-2, 0, 4), podendo ser, por exemplo, (4, 0, 2).
Assim, t: (x,y,2)=(0,0,0) + k(4,0,2),k € R.

iii) Um vetor normal ao plano o é (-1, 2, -1), que é um
vetor diretor da reta u, perpendicular ao plano a.
Assim, u: (x,y,2z)=(0,0,0) + k(-1,2,-1), k € R.

iv) Um vetor normal ao plano B € (1, -1, -2). Um vetor
diretor da reta v tem de ser perpendicular ao vetor
normal ao plano, por exemplo, (1, 1, 0).

Assim, v: (x,y,z) =(-5,2,-3) + k(1,1,0), k € R.

33.
a) Por exemplo, (x,y,2) = (1,2, 3) + k(4, 5, 6), k € R.

b) Por exemplo, (x,y,z) = (1, 2, 3) + k(4, 5,0), k € R.

60

¢) Por exemplo, (x,y,z)=(1,2,3)+k(1,0,1), k € R.
d) Por exemplo, (x,y,z) =(1,2,3)+k(0,0,1), k € R.
e) Por exemplo, (x, y,z)=(1,2,3) +k(-3,-1, 7), k € R.

34.
a)4(x-1)+5y-2)+6(z-3)=0
© 4x-4+5y-10+6z-18=0
< 4x+5y+62-32=0
bl AB = (0,2, 4) (1,2, 3) = (1,4, 1)
A? =(1,0,0)-(1,2,3)=(0,-2,-3)
Seja L7(a, b, ¢) um vetor ndo nuﬁ. similtanea-
mente perpendicular aos vetores AB e AC.

o =
u-AB=0 (a,b,c) (-1,-4,1)=0
=
o =
u-AC =0 (a,b,c) (0,-2,-3)=0
-a-4b+c=0 —a—4x(—%c>+c=0
= = 3
-2b-3c=0 b=-—=c
2
-a+7c=0 a=7c
& & 3
_ b=—Ec
Assim, L7(7c, —% C, c), c € R.

Por exemplo, se ¢ =2, obtém-se L7(14, -3, 2).
Entéao, L7(14, -3, 2) é um vetor normal ao plano e
A(1, 2, 3) é um ponto do plano:
l4(x-1)-3p-2)+2(z-3)=0

< 14x-14-3y+6+2z-6=0

< l4x-3y+2z-14=0

¢) Um vetor normal ao plano é, por exemplo, (8, O, 3).

8(x-1)+3(z-3)=0 < 8x-8+3z-9=0
& B8x+3z=17
dV2x-1)+1(p-2)-1(z-3)=0

= \/ix—\/§+y—2—z+3=0
2x+y-z=V2-1

e)0(x-1)+1(y-2)+0(z-3)=0 & y-2=0
S y=2
35.
a) V400 = 288 & a3+%a3—288
& a3=216
< a=6
R(6, 0, 8), V(3, 3,12), U(6, 6, 6)
R_) (3,3,12)-(6,0,6) = (-3, 3, 6)
T/) (3,3,12)- (6, 6,6) = (-3,-3, 6)

IRVl = V/(3)7+ 3%+ 62= /B4
10V = V(312 + (-3)2+ 62 = /B4
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— —>

RV UV =(-3,36) (-3,-3,6)=9-9+36=36
Seja o a amplitude do angulo formado pelas retas
RVe UV.

cos o= % ____36_2
V54 xV5h4 54 3

Assim, o = 48,2°.
bRV = (-3, 3, 6)

Assim, RV: (x, 7, z) = (6, 0, 6) + k(-3, 3, 6), k € IR.
o) M(3, 3, 6), T(0, 6, 6)

MT =(0,6,6)-(3,3,6)=(-3,3,0)

x=6-3A
Assim, iy=6+3A, LER
z=6

é o sistema de equagdes paramétricas pedido.

d) Os pontos R, S e V n&o sdo colineares.
R(6, 0, 6)
-2x0+6-6=0 < 0=0, logo o ponto R perten-
ce ao plano definido por -2y +z-6=0.
S(0, 0, 6)
-2x0+6-6=0 < 0=0, logo o ponto S perten-
ce ao plano definido por -2y +z-6=0.
V(3,3,12)
-2x3+12-6=0 & 0=0, logo o ponto V per-
tence ao plano definido por -2y +z-6=0.
Logo, o plano RSV pode ser definido por:
-2y+z-6=0
@ RP TP =0
S (x-6,y,z-6) " (x,y-6,z-6)=0
& x2-6x+)2-6y+2z2-12z+36=0
& x2+y?+22-6x-6y-12z+36=0

36.
— >

a) OA " OE =rxrxcos 72°=r2cos 72°
Logo, a proposicdo é verdadeira.

Calculo auxiliar

360°
2PY 790
5

— —>
b) OA - OC =rx rxcos (2 x 72°) = r? cos 144°
Logo, a proposigao é verdadeira.

c)A_O>'Af)zrxlxcos(lofo):rlcos 540

Logo, a proposigao é verdadeira.

Calculo auxiliar

180°x (5-2) _ ;560
5
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d) CB - CD =[x [ x cos 108° # [% cos 216°
Logo, a proposicao é falsa.

180°-108°

2
Logo, a proposicao é verdadeira.

— >
e)AB-ED=l><l><cos< )zlzcos36°

— —>
f) DC - DB = [ x 2l cos 36° cos 36°+ 2[2 cos 36° cos 72°
Logo, a proposicao é falsa.

Calculo auxiliar

Pela Lei dos Cossenos:

(2= 2+ DB* - 2( DB cos 36°
& DB’-2(DBcos36°=0
& DB (DB~ 2l cos 36°) =0
& DB=0 v DB=2lcos 36°
Logo, DB =2l cos 36°.

— —>

g) DC ' DA =[x 2l cos 36° x cos (108° - 36°) =
=2(2 cos 36° cos 72°
Logo, a proposicao é verdadeira.

0
37.A_B>'AE‘):BXB\/§XCOS<%>:18\/§X%:
=9x3=27

Calculo auxiliar
Pela Lei dos Cossenos:

AC*=32+32-2x3x3xcos120° & AC’ =27
Logo, AC=V27=3V3.

38.
— — - = = -
A=Wl & Viv=Vww
e
SVivV=ww
e
sSviv-ww=0
- - - -
S (V+w) (v-w)=0
. — —
Ou seja, IVl = llwll quando e apenas quando os
- o - - .
vetores v +w e v —w forem perpendiculares.
— — ~ - o
b) Uma vez que IVl = llwll, entdo os vetores v + w

— — ~ .
e v —w sdao perpendiculares.
—> —> —
AB +AD =AC =v +w
—> — —
AB-AD =DB=v -w

Entdo, as diagonais do quadrilatero [ABCD] séo
perpendiculares e os seus lados tém comprimen-
tos iguais, ou seja, [ABCD] é um losango.

39,
" T NP
Al +vI2=@w+v) U +Vv)=
R T S T T
=uU'u+u*'v+v:u-+v-:'v-=
— - - —
=12+ 20 v + IV ]2
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d il . .
b) Caso u e V' sejam perpendiculares, tem-se
— — — — . \
llu”+ vIIZ =1l lIZ + IV II2 ou seja, a propriedade
referida na alinea anterior reduz-se ao Teorema de
Pitagoras.
. n - 5 o>
¢) Seja o 0 Angulo formado pelos vetores U +Vv e v
- S o e NN
(Uu+v) v u-v+v- v
W+ v N+ v

I 112
- u
a2 ;

= o
o112 a'112

Cos o = & COs o=

R
e

& Cos o= & Cos o=

1
& Cos o=

2
Logo, o =60°,

Calculo auxiliar
- > — - - —
o +VI2=NulZ+2u v + IV ]2

- - - > — -
20V =Id+VIR=-1d12-1IvV12
lu +vIZ=TlullZ=1livI

7=
2
- — -
S oS lul2=luliz2=lul?
UtV o=
2
N
- > ”U”2
UtV =-
2

40,
a) Pela Lei dos Cossenos:
- o — — — —
la =vIZ=1d 12+ V12 =211 IV Il cos (

-~
= —= > - - - -
< 2lu Vi cos (U, V) =W I2+ IV IIZ=llu = v IIZ

s
—= >
u,v)

e - 2 - 9 - - 9
& cos (7. V) = lull“+1vIi“=llu =v I
! - — —
210 v
Assim:
- - — =7
u-v=Illullliviicos (u, V)=

- - - -
lu 12+ 1lvI2=llu vz _

=1l VI
- — —
20T 1171

- - - -
lu 12+ 1lvI2=llu =vIIZ _
2

1, - — - >
=5 (W2 + W12 =" = viI%)

b)
i)Aﬁ'A6>=l(62+52_42)=£
2 2
ii)BZ)'B?:l(62+42_52):2_7
2 2
iii)cf-(ﬁ:%(5z+4z_62):%

4.

aAu V<0 (k3)(2k-1)<0
& 2k+3k-3<0

62

< 5k<3

3

k_

k<
'5

b V=0 (k3)(2k-1)=0
& 2k+3k-3=0

© 5k=3
3

k=3

< =5

-

v (U+v)=0 o (k3) (k+2,k+2)=0
< K2+ 2k+3k+6=0
o k2+5k+6=0
-5+V52-24
2

& k=-2 v k=-3

o k=

42,

Al AP BP =0
< (x,y-1)'(x-6,y-5 =0
& x2-6x+)2-6y+5=0
& x?2-6x+9+)?-6y+9=-5+9+9
& (r-3)2+(y-3)2=13

b) Os pontos C e D sdo ambos da forma (x, 0), sendo
x real.
Substituindo na equagéo da circunferéncia, vem:
(x-3)2+(0-3)2=1 & (x-3)2=4
S x-3=2vx-3=-2
S x=5vix=1
Assim, C(1, 0) e D(5, 0O).
¢) O ponto M(3, 3) é o centro da circunferéncia.
MCCP =0
< (1-3,0-3)'(x-1,y=0
< (-2,-3) (x-1,»)=0
< 22x+2-3y=0
S 3y=-2x+2

S y= —%x + % que é a equacéo reduzida da reta

tangente a circunferéncia no ponto C.
—  —>

MD -DP =0

& (5-3,0-3) (x-5,)=0

< (2,-3) (x-5y)=0

& 2x-10-3y=0

& 3y=2%-10
S y=- % X - 13—0 gue é a equacao reduzida da
reta tangente a circunferéncia no ponto D.

d) O declive da reta definida por y = —%x +§ é - %
Entdo, um seu vetor diretor pode ser L7(3. -2).
O declive da reta definida por y =- % X - 13—0 é %
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Entdo, um seu vetor diretor pode ser \7(3. 2).
U'vV=(3-232=9-4=5

171 =V32+ (-2)2=V13

IV =V32+22=V13

Seja o a amplitude do dngulo formado pelas retas.

5] 5

COSC=\V13xV13 13

Logo, o= 67,38°.

43.

am;=tg 300:%

3
Logo, m,=- W=—\/§.

Entdo, u:y=-V3x+b.

Como o ponto A pertence a reta u:
0=-V3x5+b & b=5V3.
Assim, u:y=- 3x+5V3.

b) Como B pertence 3 reta u:
y=-V3x4+5V3=V3
Logo, B(4, \/§).
Cg, O)gendo x um numero real.
BA BC =0
& (5-4,0-V3) (x-4,0-V3)=0
& (L,-V3): (x-4,-V3)=0
o x-4+3=0
s x=1
Logo, a abcissa do ponto C é 1.

4.

a) 1.° processo

7~
— —

— > —> —>

DA -DC = DA IIDC |l cos (DA ,DC) =

2

=a><a><005600=%

—> —> —> —> *)A%

AD DB =lAD | IDB |l cos (AD,DB) =
2

=axaxcosl20°=—%

2.° processo
—  — —  — a a2
DA'DC=DA><DI=0><§=3

— e a a?
AD DB =-AD xDl =—ax—=——
2 2
R T
b) AD - CB =AD ' (CA + AB) =
e
=AD ‘CA + AD ' AB =
B e
:CA'AB)-FAB)'A_):
=DA DC +AD ' AB =
@
2 2

—> —>
Logo, AD e CB sao vetores perpendiculares.

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

45,

a) Um vetor diretor da reta r é 7(1, 2,-1) e um vetor
diretor dareta s é ?(2, 1, -2). Estes vetores nao

sao colineares, ja que % * % Como o ponto de

coordenadas (1, 0, -1) € comum a ambas as retas,
entdo r e s sdo retas concorrentes e, portanto,
definem um plano.

b) Seja L7(a. b, ¢) um vetor ndo nulo, simultaneamen-
te perpendicular aos vetores res.
ur=0 (a,b,c)*(1,2,-1)=0
o
(@,b,c)"(2,1,-2)=0
a+2b-c=0

- o
u-'s=0

20+b-2c=0

c=a+2b

20+b-2a-4b=0

c=a

b=0

Assim, L?(c, 0,¢),c €R.

Por exemplo, se c =1 obtém-se L7(1, 0,1).

Entao, L7(l, 0, 1) é um vetor normal ao plano defini-
do pelasretasre se (1, 0,-1) € um ponto do plano:
1x-1)+0(y-0)+1(z+1)=0

o x-1+z+1=0

< x+z=0

Assim, o plano definido pelas retas r e s é estrita-
mente paralelo ao plano de equacdo x +z =2,

46.

a) O ponto A pertence ao plano xOy, pelo que A(x, y, 0),
onde x e y representam ndmeros reais positivos.
Uma vez que o tridangulo [OAB] é equilatero, tem-
-se 0A=0B e BA=0B.

Como B pertence a reta BD e ao eixo Oy, tem-se que
as suas coordenadas sao (0, 4, 0) e, entao, OB = 4.
Assim:

0A=0B VxZ+y2+02=4

o g
BA=0B VaZ+ (y-4)2+02=4

x2+y2216 _
=4 (=4
x2+32-8y+16=16 16-8y=0
_— ¥’ +4=16
(=4 (=4
y=2 —
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2=12 x=2V3 x=-2V3
= = \4

y=2 y=2
Logo, A(2V3, 2, 0).

b) E(0, O, 6)
= (-2V/3,-2,6)
Logo, um sistema de equagbes paramétricas da
reta AE é:
x=-2V3)
y=-2\
z=06+06A

A ER.

o AB = (-2V/3,2,0)
Logo, um sistema de equagbes paramétricas da
reta AB é:

x=-2V31

y=4+20 ,AER

z=0
d) AE - AB = (-2V/3,-2,6) - (-2\/3,2,0)=12-4+0=8
||A?||=v 2\f2+ 22+ 62=\12+ 4 + 36 =

=~/
IIA_B>||=\/—2\/§2+22+02:\/12+4+0=4
El
cos(AEAB) Voax4

Logo, (AE, AB) = 73,9°.

e) Seja L7(a, b, c) um vetor ndo r;ulo, slnultaneamen—
te perpendicular aos vetores AE e AB.

{LT'A?O (@ b, c) (~2V/3,-2,6) =
{ (-2V/3,2,0)=0
{zxfa 2b+6c=0

L —

u-AB=0 a, b, c)

L1
-2V3a+2b=0

2V30-2V3a+6c=0
b= \/_a

{
o

b\/_a

g

=4

|b V3a
Assim, u(a V3a, 2\/_0 > aeR.

Por exemplo, se a =1, obtém-se L_I>(l, \/é, 2—\3/5)

64

Entao, u (1 \/_ 2V3 ) € um vetor normal ao

plano ABE e (2\/_, 3,2, 0) é um ponto do plano:
1e-2V3) +V3p-2) + 2\3@ (-0)=0

o x-2V3+V3y-2V3+ 2\3/5 2=0

o x4 V3t 2\3/5 —5\/3=0

f) Um vetor diretor da reta é o vetor normal ao plano
ABE de coordenadas (l, \/5, %)

Assim, uma equacgao vetorial da reta perpendicular
ao plano ABE e que contém o ponto O é:

(v, 7, 2) = (000+k<1\/_2\3/_>kelR

g) O lugar geométrico_d)os @ntos P(x, v, z) que satis-
fazem a condigao BE * MP =0 é o plano mediador
do segmento de reta [BE].

E =(0,0,6)-(0, 4 0) = (0,4, 6)
_/0+0 0+4 6+0) _
M‘( 2 2 ' 2 )_(0'2'3)

—  —>

BE "MP =0 < (0,-4,6)" (x,y-2,z-3)=0
& —4y+8+62-18=0
& -4y+6z-10=0
< -2y+3z-5=0

4].

a) Pelo Teorema de Pitagoras:
AD?=22+2? < AD’=8
Assim, AD = V8 = 22, ou seja, a aresta do cubo
mede 2V2.

b) A(2, 0, 0); B(4, 2, 0); C(2, 4, 0); D(O, 2, 0); E(2, 0, 2\V/2);
F(4,2,2V2); G(2, 4, 2V2); H(0, 2, 2\/_ 2)

c)

) BG = (2, 4, 2V2) - (4,2,0) = (-2, 2, 2V/2)

Um vetor diretor da reta BG é, por exemplo,
(1,1,V2) (z—BG)

Assim, uma equagao vetorial da reta BG é:
(x,y,2) = (4,2,0) + k(-1, 1, \/5), ke R

i) FH = (0, 2, 2V/2) - (4, 2, 2V/2) = (-4, 0, 0)
Assim, as equac0es cartesianas da reta FH sao

y=2 n z=2V2.

i) FG = (2, 4,2V2) - (4,2, 2V/2) = (-2, 2, 0)
Assim, uma equacgao vetorial da reta paralela a
reta FG e que passa na origem do referencial é:
(x,».2)=(0,0,0) +k(-2,2,0), k€ R
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iv) O plano BDH ¢é paralelo ao plano xOz e contém o
ponto B(4, 2, 0).
Assim, uma equacao cartesiana do plano BDH ¢é
y=2.

WEF = (4,2,2V2) - (2,0,2V2) = (2,2, 0)
EC =(2,4,0)-(2,0,2V2) = (0, 4, -2\V/2)
Sejau (a, b, c) um vetor naogulo,iimultaneamente
perpendicular aos vetores EF e EC.

o ==

u-EF =0 (a,b,c)(2,2,0)=0
- =

U EC=0 (@.b,c) (0,4 -2V2)=0
20+2b=0 a=-b

(=4 (=1 )
4b-2V2c=0 czwb
a=-b

L=4
c=V2b

Assim, i (b, b, \V/2b), b € R.

Por exemplo, se b = -1 obtém-se & (1, -1, -V/2).
Entgo, u'(1, -1, —\/5) é um vetor normal ao plano
EFCe (2,0,2V?2) é um ponto do plano:
1x-2)-1p-0)-V2(z-2V2) =0

= x—2—y—\/§z+4=0

S x-y- V2z=-2

Wil FG = (2, 4,2V/2) - (4,2,2V/2) = (2,2, 0)
2(x-0)+2(y-0)+0E-0)=0 & ~2x+2y=0

48.

a) Um vetor diretor daretarér (% % 1) e um vetor

normal ao plano o, é n n(2, 4, -1).

Ora,?v7=%+2—1=%, pelo que a reta néo é

paralela ao plano «, ou seja, a reta r é concorrente

ao plano o.

b) Os pontos da reta r sdo da forma <1 + % 2+ % 2+ k),

sendo k um numero real.
Substituindo na equacgéo do plano:

2x(1+%>+4<2+g)—(2+k):—4

- 2+g+8+2k—2—k=—4

3, _
@zk—IZ

< k=-8

Entao, o ponto de intersecao da reta r com o plano o
tem coordenadas:

(1—% 2—% 2—8)= (-1,-2,-6)
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49,

a) Um vetor diretor da reta r é r' (-2, 3, 4) e um vetor
normal ao plano o é /7(0, 4,-3).
Ora,r *n =0+12-12=0, pelo que a reta r é
estritamente paralela ao plano o ou a reta r é coin-
cidente com o plano o.
Um ponto da reta é o ponto de coordenadas
(1, 0, 7). Substituindo estas coordenadas na equa-
¢ao do plano, tem-se:
4x0-3x(-7)=1 < 21=1, que é uma proposi-
¢ao falsa.
Logo, a reta r é estritamente paralela ao plano o.

b) Um vetor diretor da reta r é 7(2, -3, 1) e um vetor
normal ao plano o é n'(2,-1,-1).
Ora,r n=4+3-1=86, pelo que a reta r ndo é
paralela ao plano o, ou seja, a reta r é concorrente
ao plano o.
Os pontos da reta r sdo da forma (1 + 2k, -2 - 3k,
k), sendo k um ndmero real.
Substituindo na equacéao do plano:

2x(1+2k)-(-2-3k)-k=6
& 2+ 4k+2+3k-k=6
& Bk=2
1
k==
<73

Entao, o ponto de interse¢ao da reta rcom o plano o
tem coordenadas:

2 1\_(5 41
(1+3,-2-1,3)_(3, 3,3>

a) A reta EV ¢ perpendicular ao plano ABC, pelo que
um vetor normal a este plano é um vetor diretor da
reta. Um vetor normal ao plano ABC e um vetor
diretor dareta EVé n'(-1, 6, 1).

Assim, uma equacao vetorial que defina a reta EV
& (x, . 2) = (—1, 12—9 4) +k(-1,6,1), k€ R.

b) O ponto E é o ponto de intersegdo da reta EV com o
plano ABC.

Os pontos da reta EV sdo da forma

( -1-k, %+ 6k, 4 + k) sendo k um numero real.

Substituindo na equagéao do plano ABC:

(1- k)+6(12—9+6k> (4+K)+14=0

& 1+k+57+36k+4+k+14=0
& 38k=-76
& k=-2

Entdo, o ponto E tem coordenadas

19 5
(1+2 > -12,4- 2) (1 2,2).




c) Se ﬁ(a. b, ¢) um vetor ndo nulo normal ao plano
cuja equacgao se pretende encontrar. Tem-se que
ﬁ(—l, 6, 1) = 0, sendo (-1, 6, 1) um vetor normal ao
plano ABC, e que ﬁ)(l, % 2) =0, onde (1, 2—25 2)

€ um vetor diretor da reta VA. Assim:

(a,b,c) (-1,6,1)=0 -a+6b+c=0
25 1 25
(a,b,c) (1,—,2|=0 a+—b+2c=0
2 2
a=6b+c
< 25
6b+c+7b+2c=0
& &
12b+2c+25b+4c=0 37b+6¢c=0
a=6x(—i>c+c a=Lc
37 37
it 6 < 6
b=—§c b:—ﬁc
o1 6
Assim, n<37 c - 37 c, c), ceR.

Por exemplo, se ¢ = -37, obtém-se ﬁ(—l, 6, -37).
Entao, ﬁ(—l, 6, —37) é um vetor normal ao plano
perpendicular a ABC e que contém a reta VA.

Como v(—l, % 4) é um ponto deste plano:

et 1) +6(y—12—9)—37(z—4):0

< x-1+6y-57-37z+148=0
< x+6y-37z+90=0

51,
a)
— —> — —
i) OA - OB + 0D * OF =
=4 X 4 xcoSs 45° + 4 x 4 x cos 90° =

=16x—\£§ +0=

=8V2

Calculos auxiliares
Pelo Teorema de Pitagoras:

DF* =42+ 42 < DF* =32
Logo, DF = V32 = 4V2.

Como HF = DF e [DH] é um diametro da circunferéncia,
180°-90°

HDF = =55 - 22 = 450,
2

— — A
b) DC - DE =[x [xcos EDC=

2
- (V32 Se”—m) cos 1350 =

sen 135°
cos 135°
=32x sen2 22,50 X W =

V2
2

=32 sen? 22,50 x 1=
2

=-32V?2 sen? 22,5°

Calculos auxiliares

EDC= %88_2): 1350
DEC=ECD = 1800;21350: 22,50
CE=DF=V32

Pela Lei dos Senos:

sen22,5°  sen135° /== sen 22,50
[ IRVEY) e l=Vs2 sen 135°

¢) J4 foi visto que [ = V32

Calculo auxiliar

—
)AB - AF =4 x8xcos 90°=0

i) DH - DF =8 x 4\/2 cos 45° =
=32\6x¥=

=32

66

sen 22,5°

sen 135°°

DAH = 90°, ja que o triangulo [DAH] esta inscrito
numa semicircunferéncia.

Pelo Teorema de Pitagoras:

DH = HA? + DA? & 82=<\/§—Se” 22'5‘))2@2

sen135°
A2 g ao[SEN225°\?
& DA?=64 32<sen =

sen 135°

[DH] é um didmetro da circunferéncia e GHA = 135°,
por se tratar de um angulo interno do octégono.

135°
2

Entdo, HDA = 180° — 90° — 67,50 = 22,5°

_ 2
Logo, DA = \/ 64 - 32 (M> .

Logo, DHA = = B7,5°.

— —>
Assim, DH - DA =

_ B sen 22,5°\2 0.
=8x \/64 32 ( e ) X 00S 225° = 54,62.
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52.CF - BG = 56. AC%=AC - AC =

— — — > — >

= (CB +BF)- (BA + AG) = = (BC -BA)- (BC - BA) =
—  — e T e —  — — —  —

=CB 'BA +CB *AG +BF 'BA +BF - AG = =BC 'BC -2BC BA +BA *BA =
— — — — — 5 — — — [N

= ICBIl IIBAll cos 90° + ICB Il IAG Il cos 180° + =IBCI*+IBAII“-2IBC I IIBA |l cos (BC,BA) =
— — — — —n = == — s

+[IBF I IIBA Il cos 0° + IBF |l IIAG Il cos 90° = =BC” + BA“ - 2BC x BA x cos (BC,BA)

=O—EX%E+%EXE+O=
=0

Logo, CT—') e BE) sao vetores perpendiculares.

Calculo auxiliar

— —> — = = >
AC =AB +BC =BC + AB=BC -BA

— — —
5.CB=CD +DB

W.0A"+CB" = AB =AD +DB
= +
= ICAI>+IICB 1% =
—> —> —> —> Assim:
—CA -CA +CB -CB= o
= (CM+MA)- (CM+MA) + (CM+MB) - (CM + MB) = L
= (CD + DB) (AT + DB) =

— —> —> —> e d — —>
=CM CM+2CM -MA + MA -MA +CM - CM +
— —> -  —>
+2CM MB + MB - MB =
— > —> — — — —>
=ZC/\i'CM_>+ZCM-(MA+MB)+MA-MA+

—>

CB AD +CD DB +DB AD +DB DB—
=CD x AD cos 180° + CD x DB x cos 90° x DB x

+MB -MB = x AD cos 90° + DB x DB cos 0° =
=—_ DC _2 =
~2ICMI?+2CM 0 += AB -~ AB += AB -+ AB = DAxDC+0+0+8D
27727 2T 2 - - DAx DC+ BD?
1 —» —
= 2CMII* +0+2 XZAB AB = Uma vez que [ABC] é um triangulo retangulo em
B, tem-se:
= 2ICMI? += IIABII = s >
_22 CB ' AB = CA x CBcos 90°=0
=2CM* + AQB Logo:
~-DAx DC+BD?=0 < DAxDC = BD?
5. AN - AN = 58. BA = (1, 2) - (4, 6) = (-3, -4)
=A%+Bﬁ)-(A3+DN)= — : ’
(AB +BM)- (A o IBA =V (37 + (47 =\/25=5
:AB_;ADIAB_> DN " BM AD +BM-DN = Seja D o vértice oposto a B.
Xl A _B)|| cos 0° + = ||AB I ><— ||AB Il cos 0° + Sejam C e E os restantes vértices.
i . Uma vez que [BCDE] é um quadrado, as suas dia-
+Z IABI ><— IAB I cos 90° = gonais sdo perpendiculares e tém o mesmo com-

primento.

=0 +_ ”AB” + ”AB” +0= Sﬂ'a tf(a, b) um vetor ndo nulo perpendicular a

BA e cujo comprimento é igual ao comprimento
—>

=2 IAB I
8 de BA.
— N —>
Tem-seentdoque BA *u =0 e llull=1BAIl.
5.1 +b1=\V(@+b) (@ +b)= BA 7 =0 (-3.-4) (@, b) =0
=Va-a+2a b +b b= { @{
=VB2+2x0+32= 17l = 1IBA I Va2 + bi=5
=V45= 4
-3\5 -3a-4b=0 a———s—b
- = > > < < 16
la-bll=V(@-b) (@-b)= a2+ b2=95 16,5 o5
V@ ad-2a b+b b= g
=V62-2x0+32= _ a=-4 a=4
=V45= = & v
=3V5 b2=9 b=3 b=-3
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Entdo, U’ (-4, 3) ou U (4, -3).

Seja U'(-4, 3).

Entao:

C=A+0=(1,2)+ (-4 3)=(-3,5)
E=A-U=(1,2)-(43)=(1,2) + (4 -3) = (5-1)

13 , 3

59. O declive da reta de equagéo y=- ix - == é-=

4 4 4'
pelo que um seu vetor diretor &, por exemplo,
5
r(4,-3).

Seja U'(a, b) o vetor com origem em T e extremi-
dade no centro de uma circunferéncia nas condi-
¢Oes do enunciado.

ru=0 (4,-3) (a,b)=0
[P
'l =10 a2+ b2=10
{40—313:0 {a%b
= =
o2 + b2 = 100 b2+ b2 =100

a= % b a=6 a=-6
= & v
b? =64 b=8 b=-8
Assim, os centros das circunferéncias sdo os pon-
tos de coordenadas:

(-3,-1)+(6,8)=(3,7) e (-3,-1) + (-6,-8) =
= (-9,-9)

60. Sejam r, s e t, respetivamente, as retas definidas

68

no enunciado:
rns:
2 5

o1 E_@._ __
3x—3—2x3<:>2x56x l & 4x=-4

& x=-1
2, .5 __ 7
y—3><(1) 3773
7
Al-1l,-—
(1-3)
rmt:
%x—%Z—%x+5@—2x—5=—Zx+15
< 4x=20
& x=5

sNt:
1 2
2x-—=-—x+5 & bx-1=-2x+15
3 3
< 8x=16
& x=2

1 11
_oxp-x-1l
ymexeT3T,

11
Cl(2,—
Pretende-se determinar a drea do tridangulo [ABC].

ZE:/@+Du(g+gf:va;35:v&

Seja h a altura do tridngulo [ABC] relativa ao vér-
tice C.

h é a distancia entre o ponto C e areta AB=r.
Seja u a reta perpendicular a r que passaem C.

wy=—%x+b
Como C pertence a reta u:
n_3 _20
3~ 2><2+b < b= 3
Logo, u: =—§x+£
go, uly 2 3"
rou
2 5 3 20 13 25
X T =T X T —— X=—

< 13x=50
o =20
13
2,50 5_35
Y7371373 39
50 35
(%53)

|
&

_Th= [(20 5\, (35 _11\2_
h=cb= (13 2>+<39 3)

13 1
_ \/576 L 1296 _ \/144
169 169 13
Logo, a area do triangulo [ABC] é dada por:

VB x [ 144
13
5 =12 u.a.

61. Seja r a reta perpendicular a reta de equagéo

y =%x- 6 e que passa no ponto A.

r:y=—%x+b

Como A pertence ar:

—5=—%x2+b@b=—%

2 1
Entdo, ny=--x-—
ntéo, ry=-2x-73
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Seja B o ponto de intersecdo da reta r com a reta
definida no enunciado.

3 g_.2 1 18 7

2 3 3 6 3

_ 14

13

~ X

zgxﬁ_sz_ﬂ
YT 713 13

14 57
Logo, B<13,— 13>.

A distancia do ponto A(2, -5) a reta de equacéo

yZ%x—B éigual a AB.

ap. (14 _ N\ (57 \2_
AB—\/<13 2) +< 13+5> -
e s
= == =) =
(-35) *(33)
=flﬁ+6_4=
169 169

_ V208 _
13

_ 4V13
13

62rx+y=5 y=-=x+5

Como o declive da reta r é -1, um vetor diretor
desta reta &, por exemplo, (1, -1).

sx+7y=8 @yz—%x+%

Como o declive da reta s é — % um vetor diretor

desta reta é, por exemplo, S(7,-1).

Seja C(a, b) o centro da circunferéncia.

Como as retas r e s sdo tangentes a circunferén-
cia, respetivamente, nos pontos B e A, tem-se:

e
BCr=0 (@-2,b-3):(1,-1)=0

=
= -
AC 's =0 (@a-1,b-1)-(7,-1)=0
a-2-b+3=0 b=a+1
= =
fa-7-b+1=0 fa-7-a0a-1+1=0
b=a+1 b=16—3
& & 7
:7 = —
6a L a 5
Logo, C|—, —|.
0go (6 6)

6.101=1 & Va2+b2+?=1 & a?+b2+c?=1

Uv=(@bo (L1l1l)=a+b+c

IVI=V12+12+12=V3
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Logo, &+ V' = 7l V1l cos (%)

= a+b+c=\/§x% & a+b+c=%

U-w=(ahboc)(101=a+c

Wl =V12+02+12=V2
Logo, & w = 17 W1l cos (—})
S a+ce= ZX% < a+ce=1
Assim, tem-se:

a’?+b2+c?=1 1-c)2+b>+c?=1

a+b+c=% = 1—c+b+c=%
a+c=1 a=1-c¢
2
1—2c+c2+(%> +c2=1
= b=l
2
2+V4-2
2— —_—= =
2c 20+4 0 c 4
S — & {—
21,1 211
C—2+4\/§ c 2 4\/5
_1 _1
& b—2 & b—2
11 _1.1
0—2 4\/5 a 2+4\/§

. — o~ .
Assim, os vetores u nas condigdes do enunciado

u_(2+4\/§,2,2 4\/§>e
S5 /1 1. ,511.1
U_(Z 4\/5,2,2+4\/§>.

64. Um vetor normal ao plano de equacéo

4x -3y +12z=6 ¢, por exemplo, n'(4,-3,12).
A reta perpendicular ao plano e que contém o
ponto A tem as seguintes equagtes cartesianas:
x-1 y-4 z-2

4 3 12

As coordenadas do ponto de intersecao desta reta
com o plano dado s3o:

4x-3y+12z=6

=l _yo4 o] -3+3=4y-16
4 3

y=h _z-2 _ .

P 4y+16=z-2

69




65.

10

4(- L ﬁ) 3y +12(-4y+18) =6

37 3
= x:__4_ +E
A
z=-4y+18
‘Ey+ﬁ—3y—48y+216=6
3 3
& —
- _ 106
169y =706 Y=g
ol o ), 129
169
_ . 28
169
Logo, o ponto de interse¢éo da reta com o plano
tem coordenadas 129 706 218
169' 169" 169 )

A distancia entre o ponto A e o plano é dada por:
1292 706 \? 218\2 _

\/<1_169> +<4_169> +(2_169) -
_\/402 30\2 (120\2
= + + =

(168) *(208) * (269
_ /16900 _

1692
- \/@ZE

169 13

Para se saber a medida do raio da superficie esfé-
rica é necessario determinar a distancia entre o
seu centro e o plano o.

0 plano o é definido por 2x +y + z- 3 =0, logo um
vetor normal ao plano o é, por exemplo, r?(2, 11

A reta perpendicular ao plano o e que contém o
ponto C tem a seguinte equacao vetorial:
(ty,2)=(-104) +k(21,1),keER

Assim, os pontos da reta sado da forma:

(-1+2k k,4+k),kER

Substituindo na equacéo do plano:
2-1+2k)+k+4+k-3=0
& 2+4k+k+4+k-3=0
& Bbk=1
1
k==
<75

Logo, o ponto de intersecdo da reta com o plano

21,,1\_(212
tem coordenadas (—1+ 56 4+ 6>_< 366 )

Assim, a distancia entre o ponto C e o plano é
dada por:

2\2 1\2 25\2
\/<—1+3> +<O—6> +<4— 6) =
11 1 _\ﬁ
= |4+ —4+—= |=

9 36 36 6

Logo, o raio da superficie esférica é \/% e asua

equacao é (x +1)2+y2+ (z - 4)2= %
66. AB = (0, 1, %) -(0,0,2) = (0, 1 %)

A? =(6,6,2)-(0,0,2)=(6,6,0)
Seja L7(a, b, ¢) um vetor nao nu_lc>), sirlyltaneamen—
te perpendicular aos vetores AB e AC.

7 AB =0 (a,b.c)-(O.l.%>=O
=
S —
7 AG=0 (@ b.c)- (6,6,0)=0
b+%c=0 c=-2b
= =
6a+6b=0 a=-b

Assim, U (~b, b, -2b), b € R.

Por exemplo, se b =-1, obtém-se L7(1, -1, 2).
Entao, L?(l, -1, 2) é um vetor normal ao plano
ABC e (0, 0, 2) é um ponto do plano:
1x-0)-1p-0)+2(z-2)=0 & x-y+2z-4=0
Assim, para que D seja complanar com os pontos
A, B e C tem de pertencer ao plano ABC:

m-m+2m-4=0 & m=2

67.

a) Um vetor diretor da reta r é, por exemplo, r'(-1, 2, 1).
Um vetor diretor da reta s é, por exemplo, ?(2, L 1).

Estes dois vetores ndo sdo colineares, ja que
-1 2

—i—il Logo, as retas ndo sdo paralelas
5 T go, p .

Substituindo, na equacéo daretar, x, y e z por

x=-1+2K
y=2+k' (ponto genérico da reta s), obtém-se:
z=kK
-1+2k=1-k 2k'=2-k
2+k'=2k & <k'=2k-2
4 4
K=-—+k 2k-2=-—+k
5 5
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2 6
2x==2-—
*5 5
_9y B _2
& k—2><5 2 &3k 5
6 6
k== k==
5 5
4_4
5 5
_2
= k—5
6
k=—
5

Assim, as retas r e s sdo retas concorrentes.

. - ~ N
b) Seja u'(a, b, ) um vetor ndo nulo, simultaneamente
. - o
perpendicular aos vetoresr e s.

- =

u-r=0 (a,b,c) (-1,2,1)=0
=
U5 =0 (@, b,c) (2,1,1)=0
-a+2b+c=0 c=a-2b
= o
20+b+c=0 20+b+a-2b=0
c=a-6b c=-ba
& &
b=3a b=3a

Assim, L7(a, 3a,-5a), a € R.

Por exemplo, se a = -1, obtém-se LT(—l, -3,5).
Entao, L7(—1, -3, 5) é um vetor normal ao plano e
(-1, 2, 0) (ponto pertencente a reta s) é um ponto
do plano:

-1x+1)-3(y-2)+ 5(z-0)=0

< x-1-3y+6+52=0

< —x—-3y+5z+5=0, que é a equacao cartesiana
do plano definido pelas retas re s.

68. Um vetor diretor da reta ré r' (-5, p, 0).

Um vetor normal ao plano o é n(l, p,-1).
Para que a intersegao da reta com o plano seja
um conjunto vazio, a reta tem de ser estritamente
paralela ao plano, ou seja, estes dois vetores tém
de ser perpendiculares.
rn=0 e (-5p0)@1p-1)=0

& 5+p2=0

s p=\/§ v p=—\/§

69. De acordo com a sugestéo do enunciado, A(a, 0, 0),

IAC T =V (-a)2 + 2+ 02=V2a2 =V 2a
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2
— — g2 q
AC AV =—+—+0=0?
C 7t O=a

Seja o a amplitude do angulo que uma aresta
lateral faz com a diagonal da base concorrente
com ela.

cosoo=— 17— =

\fZax 12—90

Assim, o= 76,74°.

10.

a) Para que o raio da circunferéncia de intersecéo do
plano o com a superficie esférica seja \/5 basta
gue uma das parcelas que compdem a equacao da
superficie esférica seja igual a 1.

Assim:

cse(x-1)?2=1e x-1=1vx-1=-1
< x=2 v x=0, obtém-se, por exemplo, o plano
de equacdo x = 2, para o qual a intersecéo do
plano oo com a superficie esférica é uma circun-
feréncia de raio V3.

cse(y-2)?%=1 e y-2=1vy-2=-1
< y=3 v y=1, obtém-se, por exemplo, o plano
de equagado y = 3, para o qual a intersegdo do plano
o com a superficie esférica € uma circunferéncia

de raio V3.

*sez2=1 o z=1 v z=-1, obtém-se, por exem-
plo, o plano de equagao z = 1, para o qual a inter-
segdo do plano o com a superficie esférica é uma
circunferéncia de raio V3.

b) Um vetor normal do plano cuja equagao se preten-
de escrever é (1, 1, 0), por exemplo, uma vez que
este plano é paralelo ao plano c.

Este vetor é o vetor diretor de uma reta que passa
pelo ponto de tangéncia do plano com a superficie
esférica e pelo centro desta, sendo uma equacao
vetorial dessa reta:

(x,y,2)=(1,2,0)+k(1,1,0, ke R

Os pontos desta reta sao da forma (1 + k, 2 + k, 0),
ke R.

n




O ponto de tangéncia pertence a esta reta e a su-
perficie esférica, logo:
1+k-1)2+(2+k-2)2+02=4

o K+ k2=4

o k2=2

o k=V2 v k=-\2

Seja k = V2 (para k = ~\/2 obter-se-ia um outro
ponto de tangéncia, diametralmente oposto ao que
se vai determinar). Entao, as coordenadas do ponto
de tangéncia sdo (1 + V2,2 +V2,0).

Assim, uma equagao cartesiana de um plano tan-
gente a superficie esférica e paralelo ao plano
owx+y=0¢

1(x-1-V2)+1(y-2-V2)+0=0

e x-1-V2+y-2-V2=0

. 16 16 8
Assum,P( 9’ g 9).

O raio da esfera é dado por:
op= [(1B\, (16), (8)\_
SNORGRD
= @:
V 81

8
3

Logo, uma condicdo que define a esfera é:

x2+y2+22§§9i

12,

a) Um vetor normal ao plano o €, por exemplo, n'(3,2,6).
1. Um vetor normal ao plano B &, por exemplo,
m(1,1,-1).
n-m=3+2-6=-1

& x+y-3-2V2=0

a) O ponto A pertence ao eixo Ox, logo é da forma

(x, 0, 0). Substituindo na equacgao do plano ABC:
2x+0+0=8 < x=4

Logo, A(4, 0, 0).

O ponto B pertence ao eixo Oy, logo é da forma
(0, y, 0). Substituindo na equagao do plano ABC:
0+2y+0=8 o y=4

Logo, B(0, 4, 0).

O ponto C pertence ao eixo Oz, logo é da forma
(0, 0, z). Substituindo na equacgéo do plano ABC:
0+0+z=8 < z=8

Logo, C(0, 0, 8).

b) Se o plano é paralelo ao plano ABC, entdo tem

como vetor normal, por exemplo, ﬁ)(2, 2,1), que é

um vetor normal ao plano ABC.

Assim, uma equagao cartesiana do plano que passa

no ponto D(-1, 1, 2) e é paralelo ao plano ABC é:

2+ 1) +2(v-1) +1(z-2) =0

S +2+2y-2+2z-2=0

S X+ 2y+z=2

4+0 0+4 0+0
2 2 "2

s

CM=(2,2,0)-(0,0,8)=(2,2,-8)

Logo, uma equacao vetorial da reta CM é:

(x,,2)=(0,0,8) +k(2,2,-8), ke R

c)M=< )=(2,2,0)

d) Uma reta que passe pela origem do referencial e
seja perpendicular ao plano ABC é definida pela
equagao vetorial (x,y,z)=(0,0,0) +k(2,2, 1), k € R.
Os pontos desta reta sao da forma (2k, 2k, k), k € IR.
0 ponto P é um desses pontos e pertence ao plano
ABC, logo:

2x2k+2x2k+k=8 < 9k=8

& k=

© |

Logo, os planos o e B ndo sdo perpendiculares.

b) VC é uma reta perpendicular ao plano o. Assim, um

vetor diretor de VC é o vetor r?(S, 2,6). Como C per-

tence a esta reta, uma equacéo vetorial de VC é:

(v, ,2) = (1, 3, -%) 1 k(3.2,6), kER

Os pontos da reta VC, e também em particular o
ponto V, sdo da forma <1 + 3k, 3 + 2k, - % + 6k),
ke R.

N
Assim, CV = (3k, 2k, 6k), k € IR.

ICVI =14 < V(3K2+ (2K)2 + (BK)2=14
o 49K2 =196
o K2=4
& k=2 v k=-2

Como C pertence ao primeiro octante, k= 17—4
Logo:
V=(1+3x2,3+2x2,—%+6x2>=

3

¢) Se o plano vy ¢ paralelo ao plano o, entdo um seu

vetor diretor é r7(3, 2, 6).
O ponto V pertence ao plano .
Entdo, uma equacdo do plano y que contém o
ponto Ve é paralelo ao plano o é:
23

3(x—7)+2(y—7)+6<z—7>=0

< 3x-21+2y-14+62z-69=0
< 3x+2y+62z-104=0

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



Tema lll - Sucessoes

Unidade 1- Propriedades elementares
de sucessdes reais

Paginas6a18

1.
a)u;=-10=-10x1
U, =-20=-10x2
u3=-30=-10x%x3
E assim sucessivamente.
Logo, u,=-10n.
1
bu=1= TX1-1
1 1
T3 2x2-1
1 1
"5 2x3-1
E assim sucessivamente.

%)

us

1
Logo, u,= m

c up =

Y=97 7 3

E assim sucessivamente.
n+3
3n

Logo, u, =

2,

au,=2n-1
u=2x1-1=1
Up=2x2-1=3
Uz=2x3-1=5
Us=2x4-1=7
Us=2x5-1=9

1
b)vn=1+¥

V1:1+1—]é:2
1 5

V2=l+¥=z
1 10
V3:1+§=?
1 17
+—=—
42 16
1 26
+—==—
5 25
dw,=Vn
le\/izl

WQZ\/E

V4:1

V5=1
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W3:\/§
W4:\/Z:2
W5=\/g
d e, =L
n
_ (D
t=-7-=-1
)21
h="%5"73
L3 1
37 3 3
L)L
T4 4
t=(_l)5=_l
°7 5 5

3.

0 se nimpar
au,=

1 se npar
u;=0
u=1
uz=0
u,=1
us=0

Upo1g =1

n3+1 se nimpar
b)v,=

—— Se npar
n
V]_:ls+].:2
V2:—l
2
V3:33+1:28
V4:—l
4
ve=5%+1=126
V2018:—L
2018

In-3| se n<10

cw,=
g se n>10
wy=11-31=2
wy=12-3l=1
w3=13-3/=0
w,=14-31=1




ws=15-3=2

Wo018 = % =1009

TN 4n+ ]
au _13-2x10_ 7
07 4 x10+1 41
B 13-2n
bu,=10 & e =10
& 13-2n=40n+10
& 42n=13
1
=— (&N
& on ]A($ )

Logo, 10 ndo é um termo da sucessao.

13-2x5 13-2x20 1 ( 1)_10
G)U5—U20— - =——-|-—= —_—

4x5+1 4x20+1 7 \ 3/ 21

_13-2x(h-1) _13-2n+2 15-2n
LT 4x(n-1)+1  4n-4+1  4n-3
u2n:13—2><2n:13—4n

4x2n+1 8n+1

13—2n<0
4n+1
< 13-2n<0
< -2n<-13
< 2n>13
o 13

n>-—_—

2

du

gu,<0 &

O primeiro nimero natural maior que 12—3 ér.

Logo, a partir da ordem 7 todos os termos da su-
cessao sao negativos.

5.u,=V2n2+1,v,=n-3
du,=17 & V2n?+1=17

& 2n?+1=289
& 2n?=288
& n?=144
< n=12 v n=-12
Como n € IN, entdo n=12, ou seja, 17 é o termo de
ordem 12 da sucessao (u,).
vp=17 & n-3=17 < n=20
17 é o termo de ordem 20 da sucessao (v,,).
bu,=v, & V2p2+1=p-3
& 2p2+1=p?-6p+9
& p?+6p-8=0

-6 +V/36+ 32
T
8 +2V17
cPETT

< p=-3+V17 v p=-3-V17

L

Como -3+ V17 & Ne-3-V17 & N, entéo a
equacao é impossivel em IN. Logo, a proposicédo
dada é falsa.

6.u,=3n+1,v,=(-2)"

au, %n+1
Upr1—U,= (n+1)+1—<%n+1)=
=%n+%+l—%n—l=%>O,VnelN
Logo, (u,) é crescente.
2
b)V”_n+1
% —v—i— 2__
n+1 n— n+2 n+1_
_2n+2-2n-4 _
(n+2)(n+1)
-2
=—<0,vneN
(n+2)(n+1)<0 n

Logo, (v,,) é decrescente.

cw,=(-1)"xn

W]_:—l
W2:2
W3:—3

Tem-se que w, —wy > 0 e wz — wy <0, logo a su-
cessdo (w,,) ndo é monotona.

2n-5
au,

- 3n+4

Upy1—Up=

_2(n+1)-5 2n-5 _

3n+1)+4 3n+4

_2n-3 -5 _

3n+7 3n+4

(2n-3)(3n+4)-(2n-5)(3n+7)
(Bn+7)(3n+ 4)

6n%+8n-9n-12-6n*-14n+15n+35 _
(3n+7)(3n + 4)
23

NESC R R

Logo, (u,) é crescente.
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_10n-5

~ 5n-3

Upy1 = Up=

_10(n+1)-5 10n-5 _

" 5(n+1)-3 5n-3

_10n+5 10n-5 _

" 5n+2 5n-3

(10n + 5)(5n - 3) — (10n - 5)(5n + 2)
(5n+2)(5n-13)

_ 50n2-30n+25n-15-50n2-20n+25n+10 _
(5n +2)(5n - 3)

b) u,

5
“Enraen-3 T nEN

Logo, (u,) é decrescente.
(=2)"
n

-2
u1=—=

cu,=
-2

Uy = =2

I\J|-l-\ =

8
U3:—§

Tem-se que uy, —u; >0 e uz - u, <0, logo a suces-
sdo (u,) ndo é mondtona.

d) u, = (n+10)2
Ups1—Up=(n+11)2-(n+10)2=
=n?+22n+121-n?-20n-100 =
=2n+21>0,VvneN
Logo, (u,) é crescente.

e)u,=(n-10)2
ug=1
Uig= 0
u;p=1
Tem-se que ug — ug < 0 e uy; — uig > 0, logo a
sucessao (u,) ndo é mondtona.

n? se n<4 2n se n<4
9. u,= V=
2n se n>4 3n se n>4
uz=9
u,=16
us =10

Tem-se que u,; — Uz > 0 e us — u4 < 0, logo a suces-
sao (u,) ndo é monotona.
Sen<é4,entdov,,1-v,=2n+2-2n=2>0.
Sen>4,entdaov,,1-v,=3n+3-3n=3>0
vs-v,=15-8=7>0

Logo, v,:1-Vv,>0,V n €N, ou seja, (v, é cres-
cente.
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10.A=1-2,9] U {12}

a) Por exemplo, 13 e 100 sdo majorantes de A.
Por exemplo, =100 e -2 sdo minorantes de A.

b) O conjunto dos majorantes de A é [12, +o].
O conjunto dos minorantes de A é ]—x, -2].

N.B=]-x 1]

a) Por exemplo, % e 1 sao majorantes de B.

B nao tem minorantes.

b) O conjunto dos majorantes de B é [1, +e°|.

12. 0 infimo de Cé 3 e o supremode Cé7.

1.

a) Um conjunto majorado, mas nao limitado &, por
exemplo, ]—, 1].

b) Um conjunto minorado, mas n3o limitado é, por
exemplo, ]2, +e°[.

¢) Um conjunto limitado &, por exemplo, [3, 4].

4.
a) ]-o0, 1]

O maximo deste conjunto é 1 e ndo tem minimo.
b) ]2, +oo[
Este conjunto ndo tem maximo nem minimo.

¢) [3, 4[
0O minimo deste conjunto é 3 e ndo tem maximo.

5.

ala,=n?+1
01=2,09=503=10,0,=17, ...
0 conjunto dos minorantes de (a,,) € ]-, 2].
(a,) ndo tem majorantes.

b) b, =-3n
by =-3,b,=-6,b3=-9, b, =-12, ...
O conjunto dos majorantes de (b,) é [-3, +[.
(b,,) nao tem minorantes.

¢)c,=(-1)"
cp=-1,c=1,c3=-1,¢,=1, ...
0 conjunto dos minorantes de (c,) € ]-, -1].
0 conjunto dos majorantes de (c,) é [1, +c°[.

dd,=(-2)"
dl = —2, d2 = 4, d3 = —8, C/4 = 16,
(d,) nao tem minorantes nem majorantes.



16. Uma vez que a sucessao (u,) é crescente, entdo
u; £ u,, ¥V n € IN. Por outro lado, todos os seus
termos sao inferiores a 2017, ou seja, u, < 2017,
¥ n € IN. Entao, (u,) é limitada, pois u; < u, <
2017, V n€IN.

Sabe-se que 0 <

Logo,3<3+%s4,VnEIN.

Assim, a sucessao (a,,) é limitada.

2n =2n+6—6=2_ 6
n+3 n+3 n+3

b) b, =

Sabe-se que 0 < % <1, VnelN

- 1 6 3
< — — _—
Entao,0<n+3_4@ Fi32 o
6 1
— > —
& 2>2 n+3_2,VnEIN.

—

Assim, a sucessao (b,,) é limitada.

1 se né par
_ ) _n
clc,= =
n

1 L
—-= se néimpar
n

Com00<lsl, YneN, enté00>—l2—l,
n n

VnelN.

Logo,-1<c, <1, VneIN.

Assim, a sucessao (c,) € limitada.

d d, =sen (n£>—1
2
Tem-se que -1 < sen (n %) <l, VnelN
Logo, -2 < sen (n%)—lso, VY neIN.

Assim, a sucessao (d,) é limitada.

18. Sabemos que (w,) é uma sucessdo de termos

negativos tal que Wi < -2, para todo o nimero
n

natural n.
. 6 w, 1
A55|m,vn<—2 & ?”>—5 S ow, > -3

Tem-se, entéo, que 0 > w, > -3, V n € IN, ou seja,
a sucessao (w,,) é limitada.

_3n+1
B.u,= 2n+3
3n+1
lupl <L & 3 <L

< 3n+1<2nL+3L

16

< 3n-2nL<3L-1
< n(3-2L)<3L-1

3L-1
> —
@n_s_ A3-2L<0
>3L—l L 3

=3y "7

Tomando, por exemplo, L =2, vem que
3x2-1

nz—m——
3-2x2

universal em IN.

Conclui-se, assim, que existe um numero real

positivo L talque V n€ N, lu,l < L.

, OU seja, n =2 -5, que é uma condigcao

Unidade 2 - Principio de inducéio matemética
Péaginas19a25

20.

aAVneEN2"x7"=2x7)"
SejaP(n): 2"x 7" =(2x7)".
PA:2'x71=2x7)! < 2x7=2x7
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipotese: 2" x 7" = (2 x 7)"

Tese: 27 +1x7n+l=(2x7)n+1

Demonstragao:

MHL 7nrl=nx I 7% 7=
=2"XT"X2XT=
=2x7)"x(2x7)=
=(2><7)”+1

Logo, VNnEIN,2"x 7" =(2x 7).

b) Dado n € IN, a soma dos n primeiros termos da su-
n?+n
B

cessdo dos nimeros naturais é igual a S, =

2
Seja P(n): S, = ;”.
12+1 2 N
2 = 1—2 s 1=1

P(1):1=

Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
n?+n
2
(n+1)2+(n+1)
2

Hipodtese: S, =

Tese: S, . 1=
Demonstragao:
Sn+1=sn+(n+l)=
2
=00 1=
n?+n+2n+2 _
2

(n?2+2n+1)+(n+1)
2
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(n+1)2+(n+1)

2
Logo, dado n € IN, a soma dos n primeiros termos
da sucessao dos nimeros naturais € igual a

n2+n
So="
2
G)VneIN,13+23+33+...+n3=<W)
Seja P(”):13+23+33+...+n3=<w)2.

13(1):13=<—1(12+1)>2 o 1=(%)2 o1=-1? o 1-=1

Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.

2
Hipdtese: 13+ 23+ 33+ ...+ nd= (M)

2

Tese: 13+ 23+33+ .. +n%+(n+1)3=

:<(n+1)2(n+2)>2

Demonstragao:
13+23+33+..+n+ (n+1)3=

=<—>2><(n+1)2+(n+1)3=

Logo,VneEIN,13+23+33+ .. +nd= (MY

2
d) Y n €N, 3n2+n-2éum nimero par.
Seja P(n): 3n2+ n -2 é um ndmero par.
P(1): 3x12+1-2=2¢é um ndmero par.
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipédtese: 3n% + n—2 é um ndmero par.
Tese: 3(n+1)2+ (n+ 1) - 2 é um nimero par.
Demonstragao:
3n+1)2+(n+1)-2=3n2+2n+1)+n+1-2=
=3n?+7n+2=
=(3n*+n-2)+(6n+4)=
=(3n2+n-2)+2(33n+2)
Por hipétese, 3n? + n — 2 é um nimero par. Além
disso, 2(3n + 2) é um ndmero par.
A soma de dois nimeros pares € um numero par.
Logo, (3n2+ n-2) + 2(3n + 2) é um ndmero par, ou
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e) vV n € IN, n®-n é divisivel por 3.

seja, 3(n+1)2+ (n+1) - 2 é um ndmero par.
Logo, V n € IN, 3n2+ n-2 é um nimero par.

Seja P(n): n® - n é divisivel por 3.

P(1): 13 -1 =0 é divisivel por 3.

Logo, P(1) é uma proposig¢ao verdadeira.

Hipétese: n3 - n é divisivel por 3.

Tese: (n+1)3 - (n+ 1) é divisivel por 3.

Demonstragao:

(n+13-(n+1)=(n+1)(n?+2n+1)-n-1=
=n¥+3n2+3n+1-n-1=
=(nd-n)+3(n?+n)

Por hipdtese, n3 - n é divisivel por 3. Além disso,

3(n?+ n) é divisivel por 3.

A soma de dois numeros divisiveis por 3 é um

ndmero divisivel por 3.

Logo, (n® — n) + 3(n% + n) é divisivel por 3, ou seja,

(n+1)3-(n+1) é divisivel por 3.

Logo, ¥V n € IN, n® - n é divisivel por 3.

flIVvneN, (27+2+327+1) é multiplo de 7.

Seja P(n): (2" *2+ 327*1) ¢ multiplo de 7.

P(1): 21+2+32+1=8+ 27 =35 é multiplo de 7.
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipédtese: (27+2+ 327+1) é multiplo de 7.
Tese: (27+3 + 327*3) é mltiplo de 7.
Demonstragao:

2n+3+ 32n+3: 2n+2x2+ 32n+1>< 9=
=M+2x 2+ 321 (24 7) =
=222 +3M 2+ 31T =
- (2n+2+ 32n+1) % 2+32n+lx7
Por hipdtese, (27 *2 + 327+ 1) é mdltiplo de 7, logo
(202 4+ 320+ 1) x 2 é multiplo de 7. Além disso,
32n+1x 7 é multiplo de 7. A soma de dois nimeros
multiplos de 7 é um multiplo de 7.
Logo, (27+3 + 32*3) é mdltiplo de 7.
Logo, V n € IN, (272 + 327 +1) é mdltiplo de 7.

21. Seja P(n): 9" - 1 é um mdltiplo de 8.

P(1): 91 -1 =8, que é um multiplo de 8.
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipodtese: 9" -1 é um muiltiplo de 8.

Tese: 971 -1 é um multiplo de 8.

Demonstragao:

gn*tl-1=9"%x9-1=
=9"x9-9+9-1=
=9(9"-1)+8

Como, por hipdtese, 9" — 1 é um multiplo de 8 e 8
é um multiplo de 8, entdo 9(9" - 1) + 8 é um multi-
plo de 8, por se tratar da soma de dois multiplos
de 8.

n



Logo, 9" - 1 é, para todo o nimero natural n, um

multiplo de 8.

22. Seja P(n): n% > 2n.
P(3):32>2x3 < 9>6
Logo, P(3) é uma proposicao verdadeira.
Hipétese: n2 > 2n
Tese: (n+1)2>2(n+1)
Demonstragao:

(n+1)2=n2+2n+1>2n+2n+1>4n+1
Basta entdo provar que 4n+1>2(n+1).

4n+1>20n+1) © 4n+1>2n+1 < 2n>0

< n>0,0queéverdade V n>3.
Logo, n2>2n,V n € INs.

23.t1:1
t2:1+2=3
t3=3+3=6
t,=6+4=10
Logo:
tlzl

t,=t,_1+n,Vn>1

24,

adla,=2n+1
a=2x1+1=3
ay,=2x2+1=5
03=2x3+1=7
0,=2%x4+1=9
a5s=2x5+1=11
Logo:

01:3

0p1=0,+2,Vn2x1

b) b, =3"
b;=3'=3
b2:32:9
by=33=27
b,=3%=81
bs=3%=243
Logo:

b1:3

b,=3b,-1,Vn>1

18

2.

a)

b)

26. u1=l/\un+1=

a) Seja P(n): u, < 2.

01:5

aps1=0,+3,Vn=1
01=5(=3x1+2)
0p=5+3=8(=3%x2+2)
03=8+3=11(=3%x3+2)
0,=11+3=14(=3x4+2)
05=14+3=17(=3x5+2)
Logo, a,=3n+2.

b1=3

b,=2+b,-1,Vn>1
by=3(=2x1+1)
b;=2+3=5(=2x2+1)
b3=2+5=7(=2x3+1)
b,=2+7=9(=2x4+1)
bs=2+9=11(=2x5+1)
Logo, b,=2n+1.

4+ 2u,
4

Pl):u<2 & 1<2

Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipdtese: u, < 2

Tese: u,,1<2

Demonstragao:
Por hipotese, u, < 2.

Entao:

u,<4 & 4+2u,<8
4+2u,7<2

4 ur7+1<2

Logo, Vne N, u,<?2

b) Un+l_un:4+—42un_un:
4+ 2u,-4u,
SR
_4-2u,
4
Pela alinea anterior, u, <2,V n € IN.
Logo:

U, <4 & 2u,>-4
< 4-2u,>0
4-2u,
= — >0
Ouseja, u,+1-U,>0,VneEIN.
Logo, (u,) é crescente.
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2]. Seja P(n): V n € INg, u,, = 2

2n+1
L 2 2 _2 _
P(O).uo——2><O+1 = 2——0+1 = 2—1 o 2=2

Logo, P(0) é uma proposicao verdadeira.

Hipétese: u, =

2n+1
B 2
Tese:Un1= 5 )1
Demonstragao: )
Unn=Un  _ 2n+1 2n+1
"1 vy, 1 2 2n+1+2
+
2n+1 2n+1
2n+3 2n+2+1 2n+1)+1
2
Logo,VnEINO,un—2n+1.

Unidade 3 - Progressdes aritméticas e geométricas
Péginas 26 a 42
28,

adla,.1-0,=3n+1)-2-(3n-2) =
=3n+3-2-3n+2=3,Vn€EIN
Uma vez que 3 é uma constante, fica provado que
(a,) € uma progressao aritmética de razao 3.

n+2 n+1
b)bn+1_bn:n+l_ n =
- (n+2n-(n+1)(n+1)
B n(n+1)
. n*+2n-n?-2n-1 _
nn+1)
1
=— ,VneN
nin+1) n
Uma vez que - nao é uma constante, entao

nn+1)
(b,,) ndo é uma progressao aritmética.

de . —c = 2(n+1)%?+(n+1) -2n’+n _
nrleEn T n+1 n
(n+1[2(n+1)+1] n(=2n+1) _

n+1 n

=-2n-2+1-(-2n+1)=
=-2n-1+2n-1=-2,VneEIN

Uma vez que -2 é uma constante, fica provado que
(c,) € uma progressao aritmética de razdo -2.

d)dn+1—d,,=dn—%—dn=—%,VneIN

Uma vez que —% € uma constante, fica provado que

(d,) é uma progressao aritmética de razao —%.
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ele,.;-e,=3""1-3"=3"3-1)=2x3",VneEN
Uma vez que 2 x 3" ndo é uma constante, entéo
(e,) ndo é uma progressao aritmética.

fi-fa=(+1)2-n?=n’+2n+1-n?=2n+1,
vneNN
Uma vez que 2n + 1 ndo é uma constante, entéo
f(n) ndo é uma progressao aritmética.

29,

a) Ug4s— U344 =5

b) Up017 — Ug015 =2 x 5 =10
du,,3-u,=3x5=15

30.

ala,=1-4n
Uma vez que os pontos que representam esta pro-
gressao aritmética estdo sobre uma reta de decli-
ve —4, entdo r = —4. Como r < 0, entdo a progressao
aritmética (a,) € decrescente.

b) b,=-2+3n
Uma vez que os pontos que representam esta pro-
gressao aritmética estao sobre uma reta de decli-
ve 3, entdo r = 3. Como r > 0, entdo a progressao
aritmética (b,) é crescente.

1—3n_n_ 1 3n __ 1.1

2 2 2 2 2
Uma vez que os pontos que representam esta pro-
gressao aritmética estdo sobre uma reta de decli-

cc,=-

ve 1 ,entdor= l. Como 1 > 0, entdo a progressao

2 2 2
aritmética (c,,) é crescente.
_13p2 _
c)dn=n 3n =n(l 3n)=l—3n
n n

Uma vez que os pontos que representam esta pro-
gressao aritmética estdo sobre uma reta de decli-
ve -3, entdo r=-3. Como r < 0, entdo a progressao
aritmética (d,,) é decrescente.

31

du,=un+(n-1)r & u,=-10+ (n-1)4
S u,=-10+4n-4
S u,=4n-14

bu,=ug+ (n-6)r & u,=-2+(nN-6)5
S u,=-2+5n-30
< u,=5n-32

¢) uyg = ujg+ (26 -10)r & 21 =13 +16r

< 8=16r
S
2

Up,=uyp+((n-10)r & un:13+(n—10)5

L]



S un:13+%n—5
S un:%n+8

Du, = +(n-1)r & u,=-V2+(n-1)V2
=3 unz—\/§+\/§n—\/§
S un=\/§n—2\/§

32.
a) Voo17 = V1 + (2107 - 1)r: 11 + 2016 X (_3) = _6037

b Vo017 = v, + (2017 - 4)r=-\/5 + 2013 = 2013 - \/5

¢) visg=vi3+ (130-13)r & -259=-25+117r
& 117r=-234 & r=-2
Vog17 = Vi3 + (2017 - 13)r=-25+ 2004 x (-2) =
=-4033

d) vogy7 = vy + (2017 - 1)r = 0 + 2016 x (-3) =-6048

33. O primeiro mdltiplo natural de 4, que esta entre
406 e 3002, é o 408, e o ultimo multiplo natural
de 4, neste intervalo, é o 3000.

Up,=uUg+(n-Kr
Logo, 3000 =408 + (n - k)4

30004—408 & n—k=648

Assim, o nimero de multiplos naturais de 4 com-

preendidos entre 406 e 3002 é n -k + 1 =649.

& n-k=

34. Sejam [-r, L e [ + r as medidas dos lados do trian-
gulo e r a razao da progressao.
Uma vez que o perimetro do tridngulo mede 36
cm, vem que:
(l-nN+[+(l+r)=36 & 3l=36 < (=12
Por outro lado, dado que se trata de um triangulo
retangulo, verifica-se que:
(L+N2=12+ ([-1r)?
Como [ =12, temos que:
(12+n?2=122+ (12 -n?
& 144+ 24r+ 2 =144 + 144 - 24r + 1
& 24r=144-24r
& 48r=144
< r=3
Concluimos assim que 9, 12 e 15 sao as medidas
dos lados do tridngulo.

35. Seja P(n): u,=3+(n-1) x5
P1):u;=3+(1-1)x5 < 3=3+0x5 < 3=3
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipodtese: u, =3+ (n—-1) x5
Tese:u,,1=3+nx5
Demonstragao:
Ups1=U,+5=3+(n-1)x5+5=
=3+5n-5+5=3+5n

80

Assim, fica provado que, V n € IN, P(n) € uma pro-
posicao verdadeira.

36. u; + ug = 13: soma do primeiro e do ultimo ter-
mos da progressao aritmética (u,).

a) u, + ug = 13: soma do segundo e do pendltimo ter-
mos da progressao aritmética (u,).

b) us + uy7 = 13: soma do terceiro e do antepentltimo
termos da progressao aritmética (u,).

1 ~ G
c)ug = —3: termo central da progressao aritmética

2
(Un).
31
As=0t00 19_8%82 19 43
Calculos auxiliares
a;=5%x1-13=-8
a19=5%x19-13=82
_ by + bsg _ -25-142

b) S x 40 x 40 =-3340

Calculos auxiliares
b11:—3><11+8:—25
bso=-3 x50 + 8 =-142

38.

a)14+21+28+ ..+ 224

As parcelas desta soma estdo em progressao arit-
mética de razao 7.
Assim, o termo geral desta progressao aritmética
é:
up=u1+(n-1)7 © u,=14+(n-1)7

S up,=1l4+7Tn-7

S up=7Tn+7
E agora necessério saber a ordem do termo 224:
Up,=224 < Tn+7=224 < n=31
Ou seja, a soma que se pretende determinar é
constituida por 31 parcelas.

Logo, S = 24224 31 _ 359,
b)-22-11+11+22+..+253
As parcelas desta soma estdo em progressao arit-
mética de razao 11.
Assim, o termo geral desta progressao aritmética é:
up=u;+(n-111 © u,=-22+(n-1)11
S u,=-22+11n-11
< u,=11n-33
E agora necessério saber a ordem do termo 253:
u,=253 & 11n-33=253 < n=26
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Ou seja, a soma que se pretende determinar é
constituida por 26 parcelas.

‘22;& % 26 = 3003,

Logo, S=
39. Pretende-se calcular 63 + 66 + ... + 243.
As parcelas desta soma estdo em progressao arit-
mética de razao 3.
Assim, o termo geral desta progressao aritmética
é:
u,=u;+(n-1)3 © u,=63+(n-1)3
S u,=63+3n-3
< u,=3n+60
E agora necessario saber a ordem do termo 243:
Up,=243 & 3n+60=243 < n=61
Ou seja, a soma que se pretende determinar é
constituida por 61 parcelas.
63 + 243

5 x 61 =9333.

Logo, S=

he]

40. Seja P(p): 21 up,=p ul—;u‘l
=

up +Uup

P(1):u;=1x S =0

Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.

P
Hipétese: Y. u, =p 21l
n=1 2
A U +u
Tese: >, u,=(p+1)—+—=2*L
n=1 2
Demonstragao:

p+1 P

z u =Z u,+u =

=4 n =4 n p+1l
U1+UQ

=p 2 +up+1:

pui +pu,+2u,41

2
__purtplust(p=-1)n+2uy+r) _

2
__purtputpp-1)r+2uw+(p-1)r+r) _
2
_ _2pu+2ui+plp-1)r+2[(p-L)+r+r]  _
2
_ _(@p+2)u+plp-1)r+2pr

2
_ _@2p+2)uy +prip-1+2)
2
_ 2p+lu+prip+1) _
2
(p+1)(2uy +pr) _

2
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:(p+l) U1+U§+pr:

= (p+1) AL

2
Assim, fica provado que, paratodoop € N,

P
Z _ U1+UQ

u,=p .
n=1 2

41. Como u; + u, =18, entdo tem-se:
Uy +Uy+tuz+us=52 & 18+uy+2r+uy+2r=>52
& 36+ 4r=>52
S 4r=16
S r=4
Assim, u; +uy=18 < u;+u; +4=18
= 2U1 =14
S u=7
O termo geral desta progressao aritmética é:
U, =7+40n-1) @ u,=7+4n-4 & u,=4n+3
Entdo, ujg=4x10+ 3 =43,
_T+43

Logo, S x 10 =250.
_%_Fun
42.5=525 xn=525

39 39 1 B

@—<2 +<_ : +2(n—1)>>n—1050
39 39 1 IR

& (— 2 " +2n—2>n—1050
79 1

P —7n+§n2=1050
< n?-79n-2100=0

_ 79+V792+ 4 %2100
- 2

< n=100 v n=-21

Uma vez que n é um ndmero natural, tem-se que
n=100.

< n

43.

a) A sucessdo do nimero de péginas lidas pela Isaura
€ uma progressao aritmética de razao 2 e cujo pri-
meiro termo é 5.

O termo geral desta progressao é:
Uu,=5+2(n-1) © u,=5+2n-2 < u,=2n+3

O dia 7 de dezembro é o décimo segundo dia de
leitura da Isaura.

Assim, ujp = 2 x 12 + 3 = 27, ou seja, no dia 7 de
dezembro a Isaura lé 27 paginas.

81



b) S =480 5+22—”+3xn=480

< (8+2n)n=960
< 2n2+8n-960=0 3
-8+ V64 +8x960

4

~ n=

< n=20 v n=-24
Como n é um numero natural, entdo n = 20.
Logo, a Isaura terminard a leitura do livro no dia 15
de dezembro.

44,

alu; =5, uy=5%x2=10; u3=10x 2 = 20;
Uy =20% 2 =40

b) u; =-5; uy =-5x2=-10; u3 =-10 x 2 =-20;
Uy =-20 x 2 = -40

o)ty =5; Uy =5x (-2) =-10; us =-10 x (-2) = 20;
U, =20 % (-2) =40

~5
P YTEE TP VS S NPy S
17572 2 100°° 1072 20
R
“7207 2 40
45,
a) -3
Uyo

Upo1s Uza1s 3
Uoo17
u u u
) Y00 _ Yoo, UYsg _ 3, 3_¢g
Ugg Ugg  Ugg

plor_ 1 _1

46.

a) On+1 _ 3n+2
3n+1

=3,VneIN

n
Uma vez que 3 é uma constante, fica provado que

(a,) € uma progressao geométrica de razao 3.

1\L-(n+1)
b) bpe1 _ (2) _(1 1—n—1—1+n:
by, 1\1-n 2
2
-1
=<%) —2vneN

Uma vez que 2 é uma constante, fica provado que

(b,) € uma progressao geométrica de razao 2.

Cpe1 _ 4x (21
c,  4x(-2)n"

Uma vez que -2 é uma constante, fica provado que

(c,) € uma progressao geomeétrica de razdo —2.

0 =(2)n*1-n=-2 ¥neN

82

d) dn+1_ _nx(\/i)n+l

= X (V2" =V2,¥neN

Uma vez que \/2 é uma constante, fica provado
que (d,) é uma progressdo geométrica de razdo

V2.

3n+2
€hel gn+1 3 3n+2y 5n 3 3
e I;; T gn+tl  gntlygn+l g vneN
5n
Uma vez que % é uma constante, fica provado que
(e,) € uma progressao geométrica de razao %
4].
Au,=uyxr ! o u,=4x3"1
2
b ﬁ =—= 2 =
) o1 r
Logo:

Up=ty xrM 1 e u,=1x20"1
o u,=2""1

) 450 ==

Usg
Logo:

U=y xr" 1 o u,=3x(-1)"1
dug=u;xrf ! & 3—52=%><r5 o r=32 o r=2
Logo: 1 on-1
un=u1xr”‘1(:>un=g><2”‘1<:)un= 5

Qu=u,xr'*% < 320=40xr @ rr=8 o r=2

Logo:

Up=Us XM~ % & u,=40x20"4
& u,=5x28x2n-4
& u,=5x2""1

4u,

f Upe1_ 3 _4

un U, 3

Logo:

-1
U=y xr ! e u,,=l><(%>n
4\n-1
(=1 Un:<_3_>

48.

a) Se (u,) é uma progressao geométrica crescente e o
seu primeiro termo é positivo, entdo a sua razao
tem ser maior que 1. O termo geral de uma pro-
gressao geométrica nestas condicdes €, por exem-
plo, u,=2x 371,
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b) Se (u,) é uma progresséo geométrica decrescente
e 0 seu primeiro termo é positivo, entdo a sua razao
tem ser positiva e menor que 1. O termo geral de
uma progressao geomeétrica nestas condi-

- 1\n-1
¢Oes é, por exemplo, u, =2 X (5) .

¢) Se (u,) é uma progressdo geométrica ndo mondto-
na e o seu primeiro termo é positivo, entdo a sua
razao tem ser negativa. O termo geral de uma pro-
gressdo geométrica nestas condigdes é, por exem-
plo, u, =2 x (-3)"~ 1,

d) Se (u,,) é uma progressdo geométrica crescente e a
sua razao é maior que 1, entdo o seu primeiro termo
é positivo. O termo geral de uma progressao geomé-
trica nestas condicdes é, por exemplo, u, =5 x 271,

e) Se (u,) é uma progressdo geométrica decrescente
e a sua razdo é maior que 1, entdo o seu primeiro
termo é negativo. O termo geral de uma progres-
sdo geométrica nestas condicdes é, por exemplo,
u,=-5x2""1,

49,
2
Vht1 _ 3n+1 _ 2x3" _l
AT T2 Tk g UnEN
30

Uma vez 3 gue é uma constante, fica provado que

. ~ . =~ 1
(v,) € uma progressao geométrica de razédo 3

b) v, =§> OeOc< r=%< 2, logo (v,,) € uma progres-

sao geométrica decrescente.

50.
1-315
S1x—2_=71744
a)S=1x 13 53

1_%:15
b) S=2x =

1
1-=
5

1-(-1)1
1-(1)

i
2

c)S=3x =3

d) S = 4 x 15 = 60, uma vez que se trata de uma
sucessao constante.

62
Lv,=—=1
5 Vi ) 8

6n+2
Voer _ 27T 87X _6_5_,
v, B+l Bntlxontl 9
2n
_n
Logo, S=18 x 11_3;’ =-9(1-3").

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

52.

93.

4.

95.

U]_:l
r=2
1-2%
S=1x ) =1073741823

Se o0s seus pais aceitassem as condigdes, a Joana
receberia 1 073 741 823 céntimos, ou seja,
10 737 418,23 euros.

. 2 1-rP
Seja P(p): ng,l u,=a 1=r

P(1): u1=a% S a=a
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
1-r°
1-r

1-p*l
1-r

p
Hipétese: 21 up=a
n=

p+1
Tese: nz,l u,=a

Demonstragao:

p+1 P

+U1rp:

1-rP+rP—rxrP
1-r
1-rP*l
1-r

=a

Assim, fica provado que, paratodoop € N,

i U _al—rp
n=1 " 1-r’

u; =10 000

r=1+0,31=1,031

u,=10000x1,031"1

U1p=10000x1,031° =13 162

Ao décimo dia da experiéncia havera, aproximada-
mente, 13 162 bactérias.

up = 4500

r=1-015=0,85

u,=4500x0,85""1

u, = 4500 x 0,853 = 2349

No quarto ano do estudo, a aldeia terd, aproxima-
damente, 2764 habitantes.
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Aprende Fazendo
Péaginas 44 a57

L Uymg = Ugp17=1-2=-1
A opcao correta é a (A).

n+1:1+l

2 v =
n n n

Uma vez que n € IN, entéo % >0,V n&N, peloque

1+%>LVnEN.

Em particular, tem-se que Vh € N, v, > 0.
A opcao correta é a (B).

Iwi=4
Wy=2w;+1=2x4+1=9
w3=2w,+1=2x9+1=19
w,=2wz+1=2x19+1=39
A opcao correta é a (C).

4. t,=1=1?
t,=4=22
t3 =9= 32
t, =16 = 42
E assim sucessivamente.
Logo, t,=n2
A opcdo correta é a (B).

5. Seja (u,,) a progressao aritmética a que se refere o
enunciado. Entao:
upg=u;+(10-1)r & 8l=u;+9x5
< up=81-45
< up=36
A opcao correta é a (B).

2
6.Seu,= @ entao:
2(n+1)+6(n+1)2 _2n+6n* _
n+1 n

2+6(n+1)-2-6n=

=6n+6-6n=

=6,VneIN
Uma vez que 6 € uma constante, fica provado que
(u,) é uma progressao aritmética.

Up+1—Up

A opcao correta é a (A).

7.U1:—2
U2=4
U3:—6

Logo, (u,) ndo é uma sucessdo mondtona, uma vez
que Uy — uy > 0 e uz — upy < 0. Também se pode ja

84

concluir que (u,) ndo é limitada, uma vez que néo
tem majorante nem minorante.

1 1

— 2+_ =
n+1 < n)
1 _l:
n+l n

Wpi1—Wp=2+

n—n—lz
nin+1)
-1

=n(n+1)<0,VnEIN

Logo, (w,,) é decrescente.

Como (w,,) é decrescente, w; = 3 é um seu majo-
rante, bem como qualquer outro nimero real
superior a 3. Em particular, 4 é um majorante da
sucessao (wp).

A opcao correta é a (C).

8. (0,) é a restricdo ao conjunto IN da fungéo real de
variavel real f definida por f(x) = x2 + 6x + 5, que é
uma funcdo quadratica e cujo grafico é uma para-
bola com a concavidade voltada para cima e de
vértice no ponto de coordenadas (-3, f(-3)), tratan-
do-se de uma funcdo decrescente em |-, 3] e
crescente em [-3, +oo[. Assim, (a,,) € crescente.

Calculo auxiliar

Abcissa do vértice: x = _2—6 =-3

(b,) é a restrigdo ao conjunto IN da fungao real de
varidvel real g definida por g(x) = x2 - 6x + 5, que é
uma funcao quadratica e cujo gréafico é uma paré-
bola com a concavidade voltada para cima e de
vértice no ponto de coordenadas (3, f(3)), tratando-
-se de uma fungdo decrescente em ]—=, 3] e cres-
cente em [3, +[. Assim, (b,) ndo € mondtona.

Calculo auxiliar

Abcissa do vértice: x = % =3

A opgao correta é a (D).

9.0bserve-se que vi =1, vo=-1,v3=1,v,=-1e
assim sucessivamente, pelo que uma outra forma
de definir esta sucessao poderia ser:
1 se n éimpar
V=
-1 se n épar

ASSim, Voo14 = -1.
A opcao correta é a (A).
2-2(n+1)

Up+1 _ —9-2n-2+2n — —2=l
10. o, > 2 2 4,VnEIN
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1, ~ ,
Uma vez que % € uma constante, entdo (u,) é uma

~ Y .1
progressao geométrica de razao 7
A opcao correta é a (D).

2\/2n+1—4 2,7_3 _
Upe1 _ 2Y 2 _ —\/on-3-n+4_

1. Up 2\/2n-4 on-4 2
1

=V2=2"

A opcao correta é a (B).

12.v;=4x8=32
Vo= 4x4=16
V3=4X2=8

E assim sucessivamente.
Logo, (v,) é uma progressao geométrica em que o

o , = .1
primeiro termo é 32 e arazao é >

-1 5
Assim,v,,,=32><(l>,7 =2—2: 1

2 n-1 2n—6'

A opcao correta é a (C).

B.1+nxl+n?2+.. +n2026 + 72017 & 3 soma dos primei-
ros 2018 termos de uma progressdo geomeétrica
em que o primeiro termo é 1 e a razéo é .

Entao: 1 72018

1+n1+n2+...+n2016+n2017=1><17—
-

1- 1'52018
C 1-=w
A opcao correta é a (D).

Wu+uy=12 @ u+u+r=12
S r+r+r=12
< 3r=12
o r=4

A opcao correta é a (B).

k+1  k 12
15. p ——k+2<:>(k+1)(k+2)—k
< k2+3k+ 2=k
< 3k+2=0
2
k=-%
< 3

A opcao correta é a (B).

16. u,=1300 x 1,016" 1
2012 corresponde a n =1, logo 2030 corresponde
an=19.
Assim, em 2030 a populagéo sera de
1300 x 1,016'8 milhares de habitantes.
A opcao correta é a (A).

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

1.

18.

1.

13+ 15+ 17 + ... + 2017 é a soma de alguns ter-
mos de uma progressao aritmética de razdo 2 e
primeiro termo 13.

Entao, o termo geral desta progressao é:
u,=13+(n-1)x2 & u,=2n+11

Assim:
2017=2n+11 < n=1003
Assim:
13+15+17+."+2017=10031§i§9l12
=1018 045
A opgdo correta é a (D).
upor _ 1 L Y002y oy
thoo 2 U101
S;=381 o 22 =381
! 1122

& upx127=381 < uy;=3
Assim, u, =3 x 2" 1,
Logo, ujg=3x 2.
A opcao correta é a (C).

Como (u,) € uma progressao aritmética de razéo
3,entdou,,1-u,=3.

-3un+1
Vn+1 _ 2sun+ = 2-3(Un+1-un) = 9-3x3 =

Vn 2—3Un
=29vneN

Uma vez que 279 é uma constante, entdo (v,) é
uma progressao geométrica de razao 275,
A opcao correta é a (A).

20. Seja h a altura do primeiro tridngulo.

Pelo Teorema de Pitagoras:

62=32+h? & h?2=27

Logo, h=V27 = 3V3.

Assim, a area do primeiro triangulo é:

mz—ﬁﬁgﬁg—zgvﬁ

Uma vez que os triangulos sdo semelhantes, e que

os lados de cada triangulo tém metade do compri-

mento dos lados do tridangulo anterior, a razdo de

semelhanga entre os tridngulos é % e a razao entre

as suas areas é 1y 1
2 4

Ent&o, a sucessdo cujo termo geral representa a
4rea, em cm?, de cada um dos tridngulos é uma

progressdo geométrica de razao —14— e primeiro
termo 9V3. Logo:

_ 1y-1_ 9V3
an—9\/§x<4> = 291 =

A opcao correta é a (A).

9V3

22n—2




21. p8 - pdq + p*g? - p3q® + p%q* - pg® + ¢° é a soma
dos 7 primeiros termos de uma progressao geo-

métrica de razao -4q e primeiro termo p®.
p

Assim:
p°-p°q + pig?* - pPq® + p’q* - pg® + ¢ =
7 7
),
Tee TP ya
p p
p’+q
p’ 6 (P’ +q)p
=p6 =p =
p;q (p+q)p’
_ ol +q :p7+q7
p+gp® p+g

A opcao correta é a (B).

22,

a)U1=2=2X1
Uy=4=2x%x2
U3:6:2X3

E assim sucessivamente.
Logo, u,=2n.

b)u;=1=12
uy=4=22
u3=9=32
E assim sucessivamente.
Logo, u, = n
u;=3=1%2+2
Up=6=22+2
u3=11=32+2

E assim sucessivamente.
Logo, u,=n?+ 2.

1 1
d)u1=§= 1+1
Uzzz: 2

3 2+1
U3:§: 3
4 3+1

E assim sucessivamente.

_n
Logo, u, = PYRE

Qu=4=5-1
U2:3:5—2
u3=2=5-3

E assim sucessivamente.
Logo, u,=5-n.

_4n
2."'o.un—n+2

_4x6 _ 24 _
Ae=57)=g =3
86

bu,=6 < LzG & 4n=6n+12
n+2

S -2n=12

< n=-6
Como -6 & IN, entdo 6 ndo é um termo da suces-
sao (Up).

-y, =4x10 4x4 10 8 _2
0°"4710+2 4+2 3 3 3
_ 4(n+1) _4n+4
d)u’”l_(n+1)+2+1_ n+3
Uil 4n N :4n+n+2:5n+2
n n+2 n+2 n+2
5 4n 5
e)un>5®m>5@8n>5n+10
< 3n>10
on>0
3

Logo, a partir do termo de ordem 4, todos os ter-

mos da sucessao sdo superiores a %
24, Se n impar:
U, =36 ©@ n+2=36 < n=34 quendoéum
numero impar.
Assim, se 36 for termo da sucessao, entao (u,)
ndo € um termo de ordem impar.
Se n par:
u,=36 @ n?=36 @ n=6 v n=-6
Logo, 36 é o0 6.° termo da sucessao (u,).
Sen<b5:
v,=36 © n?=36 < n=6 v n=-6
Assim, se 36 for termo da sucessao, entdo (v,)
nao é um termo de ordem inferior a 5.
Sen=>5:
36 -~
v, =36 © "Tn=36 < n=7.quenaoeum

ndmero natural.
Logo, 36 ndo é um termo da sucessao (v,,).

25.

a) a, = -1
ap = 1
as = -1

Tem-se que a, —a; >0 e a3 -a, <0, logo a suces-
sao (a,) nao é monotona.

b b,.,-b,=4(n+1)-5-(4n-5) =
=4n+4-5-4n+5=
=4>0,VneN

Logo, (b,) € uma sucessao crescente.

~3n+5 3n+2

e Cn1=Cn= n+l n
_ 3n*+5n-(3n*+5n+2) _

nn+1)
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-2

= <0,vneNN -1 se néimpar
n(n+1) o) w, = (1) =
Logo, (c,) é uma sucessao decrescente. n a )
1 se népar
26. Logo, -1 <w, <1,V n &€ IN. Assim, a sucessao (w,,)
aa,=13+2=3 é limitada.
a,=23+2=10
a3=33+2=29 28.
E assim sucessivamente. , AU, ..U, = 2 (n+1)+1- (Z "t 1) _
Entdo, o conjunto dos minorantes de (a,,) é ]-o, 3] S S
e (a,) ndo tem majorantes. =Z n+ 2 +1-%n-1=
5 5 5
b)b,=-5x1-1=-6 5
by,=-5x2-1=-11 =€,Vne|N
by=-5x3-1=-16 5
E assim sucessivamente. Uma vez que B € uma constante, entdo (u,) € uma
Ent&o, o conjunto dos majorantes de (b,) é [-6, +oo[ o )
~ . progressao aritmética de razdo —.
e (b,) ndo tem minorantes. 5
_2n+1)+1 2n+1 _
c)cl=—% bv, 1-v,= n+l  n
1 _2n+3 2n+1
Ccy= 5 n+1 n
1 _ _2n’+3n-2n’-2n-n-1
Y n(n+1)
_1 -——2L _vnen
Ca=7% nn+1)" " "
E assim suc.essivament?. ; 1 Uma vez que = ndo é uma constante, entdo
Entao, o conjunto dos minorantes de (c,) é ]—oo - —] n(n+1)
2 (v,) ndo é uma progressao aritmética.
. . 1
e 0 conjunto dos majorantes de (c,) é > +oo| | Ow,,1-w,=(n+1)2+(n+1)—(n2+n)=
=n?2+2n+1+n+1-n?2-n=
dd=-1 =2n+2,VneN
dy=2 Uma vez que 2n + 2 ndo é uma constante, entéo
33 - ;3 (w,) ndo é uma progressao aritmética.
4 =
E assim sucessivamente. fx, i —x, = (n+1)2-2(n+1) n*-2n_
Entao, (d,) ndo tem majorantes nem minorantes. " ! n+1 n
_ . n’+2n+1-2n-2  n(n-2) _
21. n+1 n
1 n2_ 1
du, =2+ = -n-2)=
+ -
Sabe—seque0<lsl,VnelN. =w—n+2=
n n+1
1 =n-1-n+2=
Logo,2<2+=<3,VneEeN.
n =1,vneN
Assim, a sucessao (u,,) é limitada.
Uma vez que 1 é uma constante, entdo (x,) é uma
b)v,= 3n-1_ 3 . progressdo aritmética de razéo 1.
n
ey, 1-Vh=yn—-T-y,=—T, VneEN
Sabe—seque0<lsl,VnelN. ek A 5
n Uma vez que -t é uma constante, entdo (y,) € uma
Logo, 0 > _1 >-] e 3>3 1 >2.¥vneN. progress&o aritmética de razdo —m.
n n

Assim, a sucessao (v,) é limitada.
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28,

Upyl _ 2+l

. S =qtl-n=g vnelN
n
n

a)

Uma vez que © é uma constante, entdo (u,) é uma
progressao geométrica de razao m.

(9?% =(V3)r-n+1=V3 vneN

RAESS
VI‘I
Uma vez que V3 é uma constante, entao (v,) é
uma progressao geomeétrica de razéo V3.

c)w,1+1=(n+1)2+n+1= n2+2n+1+n+1
W, n?+n n?+n
_n?+3n+2
 n?+n
_(n+1)(n+2)
 nh+))

N2 G en
n

n+2

Uma vez que nao é uma constante, entdo (w,)

nao é uma progressao geométrica.

4n+1

Xnel _ 5 :4n+1:

d) . @ 7 =hVYneEN
5

Uma vez que 4 é uma constante, entdo (x,) € uma
progressao geomeétrica de razao 4.

4
Yne1_ 9"Y 51
e ";nl— 4 Tgicg VnEN
5

1, < .
Uma vez que 5 € uma constante, entdo (y,) € uma

= - -1
progressao geomeétrica de razao 5

30.u,=3n+9

alu, =100 o 3n1+9=100 & 3n=91 o n=9—31,
gue nao é um numero natural.
Logo, 100 nao é um termo da sucessao (u,).

b) u,> 400 < 3p+9>400
< 3p>391
391

e Py

Logo, a partir do termo de ordem 131 todos os ter-
mos da sucessao sao superiores a 400.

Su,,1-u,=3(n+1)+9-(38n+9)=
=3n+3+9-3n-9=
=3>0,vn&eN
Logo, (u,) € uma sucessao crescente.
Uma vez que 3 é uma constante, entdo (u,) é uma
progressao aritmética de razao 3.

dS,=957 o LZU”xnzgm
o (12+3n+9)n=1914

< 3n2+21n-1914=0

. 21+V212+4x3x1914
= n=
6
,_=21£153
6

& n=22 v n=-87

Como n tem de ser um numero natural, entdo
n=22.

Logo, o niumero de termos consecutivos a adicio-
nar ao primeiro termo de forma a obter a soma
957 é 21.

31.[_]”: 2n_l

au,=20 o Z”n'l=20
< 2n-1=20n
< -18n=1

1
=-— (&N
@ n=-15(&N)
Logo, 20 ndo é um termo da sucesséao (u,,).
2n+1 2n-1_
n+1 n

_ 2n2+n-2n?-2n+n+1 _
n(n+1)

b uyiy-u,=

1
—n(n+l)>O,VnEIN

Logo, (u,) € uma sucessao crescente.

¢) Uma vez que ndo é uma constante, entao

n(n+1)
(u,) ndo é uma progressao aritmética.

o 21 5 1
n n

Sabe-se que 0 < % <1, VvnelN

Logo,0>—%2—1 = 2>2—%21,VnEIN

Assim, a sucessao (u,,) é limitada, sendo, por exem-
plo, 1 um minorante e 2 um majorante do conjunto
dos termos da sucessao.

32,

a) O nimero de bolotas que o esquilo apanha em
cada dia é dado por uma progressao aritmética de
razao 3 e primeiro termo 7.

Assim, o nimero de bolotas que o esquilo apanha
no n-ésimo dia do més é dado pela expressao:
Uy =7+(n-1)x3=

=7+3n-3=

=3n+4
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b) u)s=3x25+4=79

No 25.° dia, o esquilo apanhou 79 bolotas.
0S,>1000 < mf”“*xmlooo

< 3n2+11n-2000>0

Calculo auxiliar

302 +11n-2000=0 > n= —L% ”126“24000
| M+ V2aIn
6
+ +

v

Logo, n=-27,7 v n=241.

Logo, ao fim de 25 dias, o nimero de bolotas ultra-
passou pela primeira vez as 1000 bolotas.

3.

a)u35=20+35x10=370
A 36.2 prestacao foi de 370 euros.
20+ 370

2
A Teresa pagou 7020 euros pelo carro.

b) Sag = x 36 = 7020

34.u,=10+(n-1)x2=2n+8
U15:2X15+8:38
_10+38
Si5="
O estudante fez 360 exercicios diferentes.

x 15 =360

35.
U1=2
a)
Ups1=Up+2,VNn€EIN
U1:4
b)
Ups1=Up,—1L,VneEIN
P
==
2
c) 1
un+1=§un,VnEIN
U1=C13
d
3
u,legun,VnEIN
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36.

3)0326
04212
05:10

Tem-se que a,—a3>0e as-a, <0, logo a suces-
sao (a,) ndo é monotona.

b) (b,) € a restrigdo ao conjunto IN da fungéo real de
variavel real f definida por f(x) = (4 - x)% que é uma
funcdo quadratica cujo grafico é uma parabola com
a concavidade voltada para cima e de vértice no
ponto de coordenadas (4, 0), tratando-se de uma
fungdo decrescente em ]-=, 4] e crescente em
[4, +oo[. Assim, (b,,) ndo é mondtona.

e)c,1-C,=3%x2"-3x2""1=
1

= n _— | =

3x?2 (1 2)

=%x2”>O,VnEIN

Logo, (c,) € uma sucessao crescente.

dd,,1-d,=
_n+2 n+l _
2n+3 20+l
2n2+n+4n+2-2n2-3n-2n-3
(2n+3)(2n+1)

~ 1
“n+3an+y O VNEN

Logo, (d,) € uma sucessao decrescente.

e) €9 = 9
e10=10
611:6

Tem-se que ejg—eg> 0 e e;;—-ep<0, logo a
sucessao (e,) ndo é mondtona.

31.
a)u:n+1:n+3—2:
" n+3 n+3
. 2
=1 n+3

Sabe-se que 0 < % <1,V né&IN. Entao:

1 1 2 1
< = — > —
O<n+3_4<:>O> n+3~ 2
2 1
- >

s 1>1 n+3_2,VnEIN

Assim, a sucessao (u,,) é limitada.

b) Tem-se que-1<cos(n) <1,V n € N.
Logo,3<4+cos(n)<5 Vne&EIN.
Assim, a sucessao (v,) é limitada.



1\, ~ .
w,=n"= (— € uma progressdo geométrica de
T
razdo — e primeiro termo = Como 0 < =<1, (w,) é
m T T
decrescente. Assim, um majorante dos termos da

s 1
sucessao é wy = —.
b

Além disso, tem-se que <%)n >0,VneN.

Logo, 0 < (l)n < l, vneN
T T

Assim, a sucessao (w,) é limitada.

38.
_4n+4 4n
a1 = tp = 3n+5 3n+2
12n?+8n+12n+8-12n*-20n
(3n+5)(3n+2)
_ 8
“Bnis@Eney  2VNEN

Logo, (u,) é crescente.
Como (u,) é crescente, um minorante do conjunto

dos termos de (u,,) é u; = 4 .

5

u=2

175
U= 4n :_4__ 8 :_4_ 8
" 3n+2 3 3(3n+2 3 9n+6
Calculo auxiliar
4n 3n+2
84

3 3

.8

3
Como o 6>0,VnEIN,entao:

8 4 8 4
n+6 0 3 onse 3 NEN

Logo, % <u,< % ¥ n € N, ou seja, a sucessao (u,)

é limitada.

=—%<0,VnEIN

Logo, (v,,) é decrescente.
A sucessao (v,) ndo tem minorantes, logo néo é
uma sucessao limitada.

90

w, =-1
Wy =2
wsz=-3
w, =4
E assim sucessivamente.
Tem-se que wy — w; >0 e wy — wy <0, logo a
sucessao (w,) ndo é mondtona.
A sucessao (w,) ndo tem minorantes nem majo-
rantes, logo ndo é uma sucessao limitada.

d)X1:3—1:2

Xp=3+

= N
loo N~

BTET373
Tem-se que xp —x; > 0 e x3 —xy < 0, logo a suces-
s&0 (x,) ndo é mondtona.

3—% se n éimpar

x,,=3+(—1)”><%=

1 .
3+= se n épar
n

Sabe-sequeO<%Sl,VnE IN. Entéo,3<3+%<4,

senépar,e0>—%z—l = 3>3—%22,sené
impar.

Assim, 2 <x,<4,VnelN.

Logo, a sucessao (x,) € limitada.

3.

a) Uyg14 — Upgrs =
=1-2sen (203ﬂ>—1+2 sen (20;5n> =

=2sen (67175 + %) -2 sen (67211: - %) =

=2sen <n+g>—25en (—%)z

- T T\ _
= 25en(3>+25en(3>

=0

= n=3kkeZ

Todos os termos de ordem n = 3k, k € Z, sao ter-
mos iguais a 1.
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¢) Por exemplo:

u3—u2=1—25enn—<1—25en(2—;)>=\/§>Oe
51
uB—u5=l—2sen(2n)—<l—2sen<?>)=— 3<0,

logo (u,) é ndo mondtona.

d) Sabe-se que -1 < sen (n?n) <1, VneN
Entao:
2>-2sen (%)2—2 < 321-2sen (n?n)z_l

Assim,-1<u,<3,VneN.
Logo, (u,) é limitada.

40.
Au,=4+(n-1)x(-3) @ u,=4-3n+3
S u,=-3n+7
Uma vez que r =-3 < 0, entdo (u,) € uma progres-
sdo aritmética decrescente.
b) u,=-46 + (n-10) x (-5) & u,=-46-5n+50
& up=-on+4
Uma vez que r =-5 < 0, entdo (u,) € uma progres-
sdo aritmética decrescente.

¢) ugg = U9+ (60-10)r < 33=8+50r r:%

un=8+(n—10)x% = un=8+%n—5

= unz%n+3

Uma vez que rz% >0, entdo (u,,) € uma progressao

aritmética crescente.

d) Upgg = U1g0 + (200 = 180)F < 0=10+20r
1

@I’Z—E

un:0+(n—200)x<—%> S u,,=—%n+100

Uma vez que r = —% <0, entdo (u,) é uma progres-
sdo aritmética decrescente.
Bug=uy+(9-2)r & 2=-16+7r < r=2
Uu,=-16+(n-2)x2 < u,=-16+2n-4
< u,=2n-20
Uma vez que r = 2 > 0, entdo (u,) € uma progres-
sdo aritmética crescente.
flu,=-17+(n-1)x6 < u,=-17+6n-6
< u,=6n-23
Uma vez que r = 6 > 0, entdo (u,) € uma progres-
sdo aritmética crescente.

Nu,=3+n-1)x4 & u,=3+4n-4
S up=4n-1
S, =465 < L2U”><n=465
PN Mxn=465
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& (4n+2)n=930

& 4n?2+2n-930=0

2+V4 +14 880
8

= n=

e -2+122
8
< n=15 v n=-62
Como n é um numero natural, entdo n=15.

42,

du,=-3+(n-1)x6 © u,=-3+6n-6
< u,=6n-9

b)u8+ug+...+u43=L2u43><(43—8+1)=

_ 8><8—9+26><43—9 %36 =

=144 % 36 =
= 5184

0S,=37629 o Lzunxn:wezg

-3+6n-9

= 2 xn=237629
& (B6n-12)n=75258
< 6n2-12n-75258=0
< n?2-2n-12543=0

2+V4+50172
@ =

2
o n= 2+224
2

< n=133v n=-111
Como n é um ndmero natural, entdo n=113.

43.
au,=1+(n-1)x01 & u,=1+01n-01
< u,=01n+09
u,=100 < 0,1n+0,9=100
< 0,1n=991
< n=991
A sequéncia tem 991 elementos.

b) Seg = - +2100 » 991 = 50 045,5

44

av,=4x3"1
Umavezquev;=4>0er=3>1, entdo (v,) é uma
progressao geométrica crescente.

b)93750=150x%xr""2% < r*=625 < r=5 v r=-5
Como r< 0, entdo r=-5.
150=v; x(-5)3"1 & 150=v; x25 & v; =6
v,=6x(-5)""1
Uma vez que r = -3 < 0, entdo (v,,) € uma progres-
sao geomeétrica ndo mondtona.

91



45,
_2
Whel 3n+1 3 3n _l
a) W 5 =g1-3 VNEN
3"
Uma vez que % é uma constante, entdo (w,) é uma

~ - -1
progressdo geométrica de raz&o 3

b) O < r=%< le W1=%> 0, logo (w,,) € uma progres-

sdo geomeétrica decrescente.

)S, =2 x 1_%) _ (%) _ ()n

c

3 1 2
1—5 g
46.
au =2r
U1+ Uy=24 & up+tupxr=24
S 2r+2rxr=24
o 22+ 2r-24=0
o rr+r-12=0
o = -1+V1+48
2
o r:—1i7
2

S r==4vr=3
Como a razao é positiva, entdo r= 3.
pYz_Ys o, 50-3_ a+3
U U 8 50-3
& 2502 -30a + 9 =8a%+ 24a
& 17a2-540+9=0

_ 54%\/2304
34

g

& a=3 v a=i

17
Uz _ Ug a+3 __«a
Uy u3<:>50—3 a+3
o a?+6a+9=5a02-3a
= -90-9=0
o o= 9+V225
34
3
:3 = = —
s a v a 4
Logo,a=3.
Entdo, u; =24 e uy =12.
ooy 12 1
Assim, r o242

4].

a) u; = 2000 x 1,013 = 2026 euros
U, =2000 x 1,013% = 2106 euros

b) u,=2026 x1,013"1

92

48.

a) Sucessao definida por recorréncia:

P1=67|:
lep 1n22
n 2 n-1

1
Termo geral da sucess&o: P, = 67 x <%>n

b) Se a medida do didmetro da primeira circunferén-
cia é 6, entdo a medida do raio é 3.
Logo, A; =nx 32=9r.
Se a razdo de semelhanca entre as medidas dos

n , . .1 - -
didmetros das circunferéncias é o entdo a razao

de semelhanca entre as respetivas areas é

i

Sucessao definida por recorréncia:

AlngC
1
A=La n>2

4

-1
Termo geral da sucessao: A, = 9r x (%)n

49, Seja P(n) : (1 - %) (1 - %) (1 - %) (1 - %) - %

1.1 1.1
P(2)l—2—2<:>2 ?

Logo, P(2) é uma proposigao verdadeira.

osteser (11 (1) (1) (1 1)_1

Hlpotese.<1 2)(1 3)<1 4)...(1 n) ;
AV AV AT N

Tese.(l 2)(1 3><1 4)...<1 n)(l n+1)

1
n+1

Demonstragao:

)

=1(1— 1 >:;X n _ 1
n

n n+1 n+l n+1
N/ 1y 1 1\ 1
Y2
v ne N\l
1011 1
50 Seja Pln): S S+ 53 ana T )
_ n
n+1
P(1): L1 @l:l

1x2 1+1 2 2
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
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Hipotese:
1 1 1 1 n
+ + + ..+ =
1x2 2x3 3x4 nn+1) n+1

Tese:
1 1 1 1 1
+ + + ot + =
I1x2 2x3 3x4 nin+1) (n+1)n+2)
~n+1

n+2

Demonstragao:

1 1 1 1 1 _
+ + + + =

1x2 2x3 3x4 nin+1) (n+1)n+2)

__n . 1

n+l (n+1)(n+2)

_ n?+2n+1

S (n+1)(n+2)

___(n+1)2

T (n+1)(n+2)

_n+1

n+2

1 1 1 1 n
+ + + =
1x2 2x3 3x4 nn+1) n+1

¥ nelN.

Logo,

51. Seja P(n): v, =7+ (n-1) x 2.
Plyvi=7+(1-1)x2 & 7=7T+0 = 7=7
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipétese: v, =7+ (n—-1)x2

Tese:v,,1=7+n x2

Demonstragao:

V1=V, +2=7+(n-1)x2+2=
=7+2n-2+2=
=7+2n=
=7+nx2

Logo,v,=7+(n-1)x2,Vne&N.

52. Seja P(n): u=7 x (%)n_l.
P(1): uy = 7 x (%)H o 7=Tx (%)0

S T71=Tx1 o 7=7
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.

. 1\n-1
Hipotese: u,=7 x <§)

1\n

Tese: u,,1=7X (E)

Demonstragao:

1\n-1
Tx|=
LAY
2 2

Un+1: 2 2
&
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1\n-1
Logo, un=7x<§> , VneIN.

93.

a)

b)

54, [u,| < L < ‘—4—%

95.

3
<
2n+1
& 3<2nL+L
& 2nL>3-L
3-L
2L

3
lu)l <L ‘2n+1‘<L =

& n>

2x 2’
1 . . .
n> 7 que é uma condigao universal em IN.

Se, por exemplo, L =2, vem que n = ou seja,

Entdo, existe um numero real positivo L tal que
vnelN, lu,l <L

2n+1
—<

lul <L L L

2n+1’
— <

& 2n+1<3L
< 2n<3L-1
3L-1
2
Ou seja, apenas verificam a condigdo |u,l < L, os

& n<

. e 3 =
termos cuja ordem é inferior a . Logo, nédo

existe nenhum numero real L nas condiges dadas.

<L

e ffed
n

4+l<L
n
4n+1<Ln
4n-Ln<-1
~4n+Ln>1
n4+L)>1
1
L-4

t s8¢0 ¢

Se, por exemplo, L =1, vem que n > -4 ou seja,

1 . - .
n> —3 que é uma condigdo universal em IN.

Entao, existe um numero real positivo L tal que
Vv nelN,lu,l <L

Pretende-se calcular 151 + 153 + ... + 413.
As parcelas desta soma estdo em progressao arit-
mética de razao 2.
Assim, o termo geral desta progressao aritmética é:
up=u1+(n-1)2  u,=151+(n-1)2

S up,=151+2n-2

< up=2n+149
E agora necessario saber a ordem do termo 413:
U,=413 © 2n+149=413 © 2n=264 < n=132
Ou seja, a soma que se pretende determinar é
constituida por 132 parcelas.

3



151 + 413

2 x 61 =37 224.

Logo, S=

2n

56. Seja P(n): X, (-1)kx (2k +1) =2n.

51,

k=1
2
P(1): k; 1)k x (2k +1) =2

S -Ix2x1+1)+1x(2%x2+1)=2

o 3+5=2 < 2=2

Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
2n

Hipétese:kg,1 (-1)kx (2k +1) = 2n.

2n+2
Tese: Y, (-l)fx(2k+1)=2n+2

Demonstragao:
2n+2

> ((Lkx (2k+1) =
k=1

2n
=k§1 DAx (2k+1) + ()2 *1x (22n+1) +1) +

+(-1)2*2x (2(2n+2)+1) =
=2n-(4n+2+1)+(4n+4+1)=
=2n-4n-3+4n+5=

=2n+2

2n
Logo,kz,l (-1)kx (2k+1)=2n,¥Y n € IN.

a) Seja P(n): 327 -1 é divisivel por 8.

P(1): 32-1=9-1=8, que é divisivel por 8.

Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.

Hipétese: 32" -1 é divisivel por 8.

Tese: 327*2 -1 é divisivel por 8.

Demonstracao:

3M+2-1=3"%x32-1=32"x9-9+9-1=
=9(327-1)+8

Como, por hipétese, 32" — 1 é divisivel por 8 e 8 é

divisivel por 8, entdo 9(32" - 1) + 8 é divisivel por 8,

por se tratar da soma de dois nimeros divisiveis

por 8.

Logo, 32" -1 é, para todo o nimero natural n, divi-

sivel por 8.

=(3n2+n-2)+(6n+4) =
=(Bn2+n-2)+2(3n+2)
Por hipdtese, 3n? + n — 2 é um ndmero par. Além
disso, 2(3n + 2) é um numero par. A soma de dois
ndmeros pares é um ndmero par.
Logo, (3n2+ n—-2) + 2(3n + 2) é um ndmero par, ou
seja, 3(n+1)2+ (n+1) -2 é um ndmero par.
Logo, V n € N, 3n2 + n-2 é um nimero par.

¢) Seja P(n): 4" > n.

P1):41>1? o 4>1
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipétese: 4" > n?
Tese: 4"*1> (n+1)?
Demonstracao:
40+l =40 x 4> 4n?
Basta entdo provar que 4n? > (n + 1)2.
4n?>(n+1)?2 @ 4n’>2n?+2n+1

& 3n2-2n-120

< (3n+1)(n-1)20
Umavezque3n+1>0,Vvn&eN,equen-12>0,
vneN entdo(3n+1)(n-1)>20,VneEIN.
Logo, 4">n?, ¥V n € IN.

58. Seja P(n): a" -1 é um multiplo de a - 1.

P(1): at-1=0-1, que é um multiplo de a - 1.
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipotese: 0" - 1 é um multiplo de a - 1.
Tese: a"*1-1 é um mdltiplo de a - 1.
Demonstragao:
a"*l-1=g"xa-1=

=a"xXa-a+a-1=

=a(@"-1)+a-1
Como, por hipdtese, a" -1 é um multiplodea-1e
a-1éummultiplodea-1,entdoa(@"-1)+a-1
€ um multiplo de a - 1, por se tratar da soma de
dois multiplos de a - 1.
Logo, a" - 1 é, para todo o numero natural n, um
multiplo de a - 1.

59,
a) Seja P(n): u, > 1.

b)V n €N, 3n2 + n-2 é um ndmero par.
Seja P(n): 3n2+ n -2 é um ndmero par.
P(1): 3x1%2+1-2=2éum ndmero par.
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipétese: 3n% + n—2 é um ndmero par.
Tese: 3(n+1)2+ (n+1) — 2 é um niimero par.
Demonstracgao:
3n+1)2+(n+1)-2=3(n?+2n+1)+n+1-2=

=3n’+7n+2=

94

Pl):u;>1 & 2>1
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipotese: P(n): u, > 1

Tese: P(n):up,1>1

Demonstragao:
+ + ,
Un+1: un3 2 > 132 :1v0usejayun+1>1.

Logo,u,>1,VneN.
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b uyiy-u,= 3 —Un=
_Uy+2-3u, _
3
2.2,
3 37

Pela alinea anterior:
u,>1 (:)zu >g @—zu <_Z (:)z—gu <0
n 37"°3 37" 3 3 37

Logo, como u,,1-u,<0,V n &N, asucessao (u,)
é decrescente.

60. Sejam u,=u; + (n-1)rev,=v; + (n-1)r' os ter-
mos gerais de duas progressées aritméticas (up)
e (v,) de razdes r e r', respetivamente. Seja (w,) a
sucessao cujo termo geral é a soma dos termos
gerais de (u,) e (v,).
Wp=U,+V,=t1+(n=-1)r+vi+(n-1)r'=

=up+vy+(n=-1)(r+r)
Entao:
Whi1=Wp=
= tvi+nr+r)-(u+vi+(n=-1)(r+r)) =
= +vi+n(r+r)-u—vi-n(r+r)+(r+r)=
=r+r,vnelN.
Uma vez que r + r' é uma constante, entdo (w,) é
uma progressao aritmética de razao r +r'.

6Lu,.1-u,=a(n+1)+b-(an+b)=
=gn+a+b-an-b=
=q
Uma vez que o é uma constante, entdo (u,) € uma
progressao aritmética de razao a.

62.
Auy-uy=Uu3-Uy & x2—(x-1)=x+5-x2
o x2-x+1=x+5-x2
& X2-2x-4=0
& x2-x-2=0
1+V1+8
2
S x=2vx=-1

& X =

Uma vez que x é negativo, entdo x = -1.

Assim:
u=-1-1=-2
u=(-1)?=1
U3:—1+5:4

b)r=U2—U1=l—(—2)=3
U,=us+3(n-5) © u,=4+3n-15
< u,=3n-11

63. Sejam x, x + r, x + 2r, x + 3r, x + 4r as medidas de
amplitude dos angulos internos do pentagono, em

graus.
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X+x+r+x+2r+x+3r+x+4r=180°5-2)

< 5x+10r=540°

& x+2r=108°

Assim, x + 2r = 108° é a amplitude do angulo
mediano do pentdgono considerado.

U+ Ugs1+ U2 =18

64.
U X Uy 41 X Uy 4o =66
U+ U+ r+uc+2r=18
S
U X (U +r) X (u,+ 2r) =66
3Uk+3r:18 Uk+r:6
= =
UkZB—r
S
B-Nx(6-r+rx(6-r+2r)=66
s =
(6-rNx6x(6+r)=66 36-r2=11
Uk=1 Uk=ll
=3 & v
r2=25 r=5 r=-5

Seu,=ler=5entdou,,1=6eu,,,=11L
Seu,=1ler=-5-entdou,,1=6euc,,=1

65.u,,,-u,=3
Wh+1 — 273“%1 — 2—3Un+1 +3un =
Wn 2*3Un
= 2*3(Un+1*Un) =
=23x3—
= 2_9
- ?12 vneN
1 = .
Como 12 ¢ uma constante, entdo (w,) é uma
progressao geométrica de razao 1

512

66. Sejam u, = u; x r""Le v, x r"~1 os termos gerais
de duas progressdes geométricas (u,) e (v,) de
razdes re r', respetivamente. Seja (w,,) a sucessao
cujo termo geral é o produto dos termos gerais de
(Un) € (vy).

Wh=Upy X Vp=Up XM Ixyyxprn-l=
=upxvy X (rxr)n-1
Entao:
Whe1 . UpXviX(rxr)”
W,  upxvyix(rxr)n-l




— (I’X r')n—n+1:

=rxr,VvnelN
Uma vez que r x r' é uma constante, entdo (w,) é
uma progressao geomeétrica de razdo r x r'.

g, Unr1_ axbeihTe
U, axhpentd
bcn+c+d
bcn+d

:bcn+c+d—cn—d:

=b5,VneNN
Uma vez que b® é uma constante, entdo (u,) € uma
progressao geométrica de razao b,

68.
a) A medida do lado do quadrado [ABCD] é 16.
-=_16
AE = % =4
— 3
AF = % x16=12

Pelo Teorema de Pitagoras:

EF2=42+12? < EF2=160

Logo,E—'z V160 = 4V/10, isto ¢, a medida do lado
do quadrado [EFGH] ¢ 4V/10.

- AVv10 V410:«/—10

E_J=—34—><4\/16=3\/i6

Pelo Teorema de Pitagoras:
1J2=(V10)?+ (3V10)? & 1J2=100
Logo,/—J =1/100 = 10, isto &, a medida do lado do
quadrado [IJKL] é 10.
b)
A, =16 3
A,=4V10= @ x 16

A3_10_@><4\/_0

E assim sucessivamente.

Entdo, A;=16 A A1 1= @ A,V neIN.
\ﬁﬁA -

Ay 4 7T V10

An A, '

Uma vez que % € uma constante, entdo (A,) é

\fo

uma progressao geometrlca de razdo ——

96

ii) Uma vez que (A,) é uma progressao geométrica de

= 10 o =
razao % e primeiro termo 16, entdo o seu termo

\/ -1
geral é A, = (TIO>” ,VneN.

Assim:

An=16x(—vm>n_1=
4

=16 x (V10)"~

1X4—n+1:
1
=24x (297 1x (102)" 1 =
n-1
=24x22+2x10 2 =

n-1
=4-2n+2 (2x5) 2 =

n-1 n-1
:2—2n+b‘x2 2 x5 2 =

1 n-1

=2 E x5 2 =

-4n+12+n-1 n-1

=2 2 x5 2 =

n=5
& n=5

Sim, paran=5tem-se que A, =

dB,=A, xA, =
:16><<\/IO )”_1><16><<—\ﬁO )"_lz
4 4
:256x<(—\/ﬁ)n_1)2=
4
_ 10 \2 n—1:
_256><<(—4 ))
_ i n-1
—256x<8>
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5\n
256X<§) 5\n-n+1 §
nB+l: EnoT :(5) :gvvnew
) 256x<§>

Uma vez que % € uma constante, entdo (B,) € uma

~ - )
progressao geomeétrica de razao 3 e termo geral

-1
B, = 256 X (%) — 28 x

5n—1
23n-3 =

=28-3n+3xgn-1—

- 211—3nx 5n—1

69.Se 0 < p < n-1, e uma vez que os termos da
sequéncia (uq, Uy, ..., U,) estdo em progressao geo-
métrica, tem-se que:
Upr1=Up X r1=17pP
Upop=Up XM= "TP =y xrP
Up=upxr1-1
Entao:
Upsp X Up_p=Up X" 1Py xrP =
=U XUy xr-l-p+p=
=u XU xrml=
=Uuy X Uy,

Unidade 4 - Limites de sucessdes

Péaginas 58 a 94

56.

au,=001 l<L < n>100
o n 100

Logo, a partir do termo de ordem 100, os termos

~ 1 .
da sucessao u, = 5 sao menores que 0,01.

1 1
b)Un<0,001 = m<m

< 2n+1>1000
< n>4995
Logo, a partir do termo de ordem 499, os termos

da sucessao u, = sao menores que 0,001.

1
2n+1

3n+1 3 3(3n +1) 10000

-1 o1
3(3n+1)| 10000

o 1 1
3(3n+1) 10000

< 3(3n+1)>10000
10 000
>
3

‘ n —l’<o,0001@

3n—3n—l‘ 1
<

=14

< 3n+1

n> 9997
9
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Logo, uma vez que
de ordem 1110, os termos da sucessao u,, =
distam de 1 menos de 0,0001.

51.
a)i)

ii)

i)

9997
9

=~ 1110,8, a partir do termo

n
3n+1

3

_1
2

n+1 _l
2n+1 2
2n+2-2n-1

L= w’ <0,03

<003 &

U, ‘ <0,03

1
< 2(2n+1)’<0'03
1 _ 3
2(2n+1) 100

100

< 2(2n+1) >

50
2n+1>—
< 2n >3

S n>4—67(z7,8)

_1

Logo, a partir do termo de ordem 7, |u,, 2 < 0,08.

n+l 1
n+1 2
2n+2-2n-1
2(2n+1)

1 ’< 1
2(2n+1)| 1000
o 1 - 1

2(2n+1) 1000
< 2(2n+1)>1000
S
S

<0001 &

un—% <0,001

g

’ < 0,001

0

2n+1>500
n> 2495

Logo, a partir do termo de ordem 249, os termos

da sucessao (u,,) distam de% menos de 0,001.

n+l 1
2n+1 2
2n+2—2n—1‘

—| <

u,,—%<64:> <d

22n+1)
1
2(2n+1)
1

S Son+1 0

<9

= 2(2n+1)>%

1
= 2n+1>28

1
2n>_—--1
= n>28

9



1-25

2

NS

o 102
45

Logo, a partir do termo de ordem p, sendon>pe

p> 1 ;826’ 0s termos da sucessao (u,,) distam de%
menos de d.
b) Pela alinea anterior, se n > 1;—828 entdo
n+l 1 3, e, portanto, se p > ——, fica pro-
m+1 2| %P SeP Ty oAl
vadoque VdER*dpeN:VneN,
nzp= ntl 1 < d, ou seja, que lim ntl _1
=P= on1 | SO 0UsERd M+l 2
58.
a) Pretende-se provarque VS € R*dpeN: Vn e N,
1
> = _
n_p:‘n 0| <d.
Seja 6 € IR™,
‘l—o <5 o ‘l <5
n n
= 1 <d
n
o n>=
)

Assim, se n > %, entdo %— 0| < 9, e, portanto, se

p>%. ficaprovadoque Vo€ RTIpeN:Vne N,
nzp=

1 0| < 3, ou seja, que lim 1 0.
n n

b) Pretende-se provar que V€ R*Ip € IN:Vn e N,

6n
> _
nzp= 1 3‘<8.
Seja d € IR*.
6n 6n-6n-3
2n+1'3‘<6‘:’ n+l |0
-3
< 2n+1 <9
= 3 <
2n+1
@2n+1>l
3 )
3
2n+1>—=
< 2n >6
(:)2n>3_8
«:)n>3_8
20

98

6n
2n+1

25

268' fica provado que V 6 € IR*

6n
2n+1

Assim, se n > , entao - 3| <9, e, por-

tanto, se p >

dpeN:VneNnz2p= —3’<6,ouseja.

. n
que lim 2n+1_3'

¢) Pretende-se provarque Vd € R*ap e N: Vn e N,
2

n?+1 <o

Seja d € R".

2

nzp= -1

n?2-n?2-1
P+1
_1 <

n2+1

1
it n2+1<6

-1|<é & <9

n?+1

1
2+1>=
S n >8

1
25 =1
& n 5

Assim, se n > /l -1, entdo n
' 5 n?+1
tanto, se p > /%— 1, fica provado que V 6 € IR+

-1| <9, e, por-

2
n .
dpeEN:VneEN,n2p= m—l <, o0u seja,
2
. n’
que lim n2+1_1'

d) Pretende-se provarque V€ R*IpeN:Vne N,

1—2n+2 <5

3n+4 3

nzp=

Seja & € R*,

L=2n 2] 5 o
3n+4 3

3-6n+6n+8
- —1<9d
3(3n+4)

1
3(3n+ 4)
1
© 3@ne4) "0
3(@n+4) 1

R

<d

11
4>==
& 3n+4> %

11
= 3n>38 4

o o1l 4
9% 3
11-366

n>——-————

9%
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11 - 3698
e

11 - 365

- ’1—2n 2
, entao +=

Assim, se n > <9, e,

3n+4 3

portanto, se p > , fica provado que

1-2n 2
+=| <9,
3n+4 3

VBEIRGIpEIN:VnEIN,an:‘

ou seja uelimﬂz—2
129 n+d 3

59. Pretende-se provar que a proposicdo V § € IR*
IpeN:VneNn>2p=12n+3-3| < 4§ é falsa.
Seja 6 € R".
2n+3-31<d © 2n<d n<%

Assim, os Unicos termos da sucessdo que sao
valores aproximados de 3 com erro inferior a 6 sdo

os de ordem inferior a % e nao todos a partir de

uma certa ordem.
Logo, a proposigao acima é falsa, ou seja, a suces-
sao (up,) nao tende para 3.

~ 1,
a) Por exemplo, a sucessao de termo geral u, = - P’ €
convergente para O.

b) Por exemplo, a sucessao de termo geral u, = -2 +%
é convergente para -2.

¢) Por exemplo, a sucessdo de termo geral u, =n é
divergente, ja que lim u, =+,

61. A afirmacéo (1) é falsa.

Contraexemplo: seja (u,) a sucessao de termo

(=1)"
n

geral u, =2 - .Tem-se que lim u, =2, mas a
sucessao ndo é monotona, jad que up—u;=15-3<0
EUS—UQZ%—1,5>O.

A afirmacao (Il) é falsa, uma vez que imu,=2ea
afirmacgao dada é equivalente a lim u, = 3.

A afirmacao (lll) é verdadeira, pois, sendo (u,) uma
sucessao convergente, é limitada.

62.

a) Contraexemplo: a sucessio de termo geral u, = n
é mondtona e ndo é convergente.

b) Contraexemplo: a sucesséao de termo geral
u, = (-1)" é limitada e ndo é convergente.

¢) Contraexemplo: a sucessao de termo geral

1\, = .
u,= (_E e convergente mas nao € monotona.
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63.u,,1<u, © Uy 1-U,>0,VNEN
Logo, (u,) € decrescente.
Uma vez que (u,) é decrescente, u; > u,, V n € IN.
Além disso, u,>1,V n€IN.
Logo, (u,) é limitada.
Assim, (u,) € mondtona e é limitada, logo (u,) €
convergente. No entanto, os dados do enunciado
nao permitem concluir para que valor tende a
sucessao.
Entdo, a afirmacdo que ndo é necessariamente
verdadeira € a opcéao (D).

64.
__ 3 3 _
a)0n+1—0n—m—ﬁ—
3n2-3n2-6n-3
(n+1)2n?
__6n-3 _
(n+1)2n?
___6n+3
= 7(n+1)2n2<0,Vn€IN

Logo, a sucessao (a,) é decrescente.
Por outro lado, como 0 < % <1 VneNN, entdo
0< % <3,V n & IN. Logo, a sucessao (a,) é limitada.

Assim, a sucessao (a,) é convergente, por se tratar
de uma sucessdo monotona e limitada.
bb, .1 b, = G(nI;l)l—l B 6nn—1 _
6n+5 6n-1_
n+1 n
6n2+5n-6n2-6n+n+1
n(n+1)

1
= ,VneN
n(n+1)>0 n

Logo, a sucesséo (b,) é crescente.

6n-1
n

Por outro lado, b, = =6 —% e, como

O<%Sl,Vn€IN,entéo

0>-1>1 & 656-L>5vneN
n n

Logo, a sucessao (b,) € limitada.
Assim, a sucessao (b,,) é convergente, por se tratar
de uma sucessdo monotona e limitada.

65. Tem-se que -1 <senn <1,V n € N, pelo que a
sucessao de termo geral u, = sen n é uma suces-
sao limitada.

Por outro lado, lim P 0.

Logo, lim (sen n x%) =0 < lim % =0.

99




a)u,>10000 < 2n+1>10000 < n>49995
A menor ordem depois da qual os termos da
sucessao (u,) sdo maiores que 10 000 é 4999.

b) u,>10000 < 3n%-6n>10000
< 3n?-6n-10000>0

Calculo auxiliar:
_ 6+V/36+12x10000

3n2-6n-10000=0 < n 5

Logo, n=-56,744 v n=58,744.

A menor ordem depois da qual os termos da su-
cessao (u,) sdo maiores que 10 000 é 58.

¢)u,>10000 & n?-1>10000 < n?-10001>0

Calculo auxiliar:
n?2-10001=0 < n=V10001 v n=-V10001
Logo, n=-100,005 v n=100,005.

A menor ordem depois da qual os termos da su-
cessao (u,) sdo maiores que 10 000 é 100.

dlu,>10000 < Vn+4>10000
< Vn>9996
< n>99920016
A menor ordem depois da qual os termos da su-
cessdo (u,) sdo maiores que 10 000 é 99 920 016.

67.

a)u,<-10000 < -2n+10<-10000
< -2n<-10010
< 2n>10010
< n>5005
A menor ordem depois da qual os termos da
sucessao (u,) sao menores que —10 000 é 5005.

b) u, <-10000 < -n?-10n<-10 000
< -n?-10n+10000<0
< n?+10n-10000>0

Calculo auxiliar:
-10 + V100 + 40 000
2

n?+10n-10000=0 < n=

Logo, n=-10512 v n=95,125.

A menor ordem depois da qual os termos da su-
cessao (u,) sdo menores que —10 000 é 95.

100

68.
a) Dado L € R*:

n-10>L < n>L+10

Entao, para qualquer L > 0O, se considerarmos um
ndmero natural p, superior a L + 10, tem-se
n-10>L, desde que n > p.

Fica provado que lim (n —10) = +oo,

b) Dado L € R™":

6-2n<-L & -2n<-L-6
< 2n>L+6
L+6
2
Entao, para qualquer L > 0O, se considerarmos um

S n>

, . L+6
numero natural p, superior a

, tem-se
2

6-2n<-L,desde quen > p.
Fica provado que lim (6 — 2n) = -,

69.

a) Se (u,,) é uma progressao aritmética de razéo r> 0,

entdo u,=uy +r(n-1).

Dado L € IR™;

u+rin-1)>L & rin-1)>L-u;
S n—l>L_—rul
r>0

L-u
s n>—=~>41
r

Entao, para qualquer L > 0O, se considerarmos um

ndmero natural p, superior a L ‘rU1 + 1, tem-se
u;+r(n-1)>L, desde quen>p.

Fica provado que lim u,, = +o.

b) Se (u,) € uma progressao aritmética de razao r < 0,

entdo u,=u; +r(n-1).
Dado L € IR*":
uy+rin-1)<-L & rin-1)<-L-u;
L—Ul
r

< n-1>
—

r<o0
L-u
s n>——3A+1
r

Entao, para qualquer L > 0O, se considerarmos um

, . L- Uy
numero natural p, superior a p + 1, tem-se

u; +r(n=1)>-L, desde que n > p.
Fica provado que lim u,, = —°.

a) Pretende-se provarque VS € R*rdpeN: Vne N,

nzp=

n+2 1
— =<
3n+1 3‘
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Seja d € R".
n+2 1 <5 o
3n+1 3

3n+6—3n—1‘<

3@n+1)
5

’3(3n+1)’
5

© 3@nap 0

1 3%

“ 3n+1 5

& <9

5 1 .
Assim, se n > 98 3,e ntao | ——

tanto, se p > % —% fica provado que V 6 € IR*

dpeN:VneNnzp=

3751 3‘ d, e, por-

n+2 1 < 9, oU seja,
3+l 3 )

que llmn—+2=l.
3n+1 3

b) Dado L € IR™.
2n-1
> & 2n-1>4L

4
S 2n>4L+1
4L +1

2

& n>

Entao, para qualquer L > 0O, se considerarmos um

. . L+
numero natural p, superior a 5 tem-se
2n-1 > L, desde que n > p.
Fica provado que lim n-1_

¢) Dado L € IR*,
-n+5

Z <-L & -n+5<-7L

& -n<-7L+5

< n>7L-5
Entdo, para qualquer L > 0, se considerarmos um
numero natural p, superior a 7L - 5, tem-se
n+s

7 <-L,desde que n>p.

Fica provado que lim —n7_+5 = 0,

d) Pretende-se provarque Vé € R*IpeN:Vne N,

n=p= 5.5 <d.
P=17"7
Seja o € IR".
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<d & 0<d & d8<0

5.5

Assim, para quaquer V § € IR* 777 < 9, qual-

. . .5 5
guer que seja n natural, ou seja, que lim 7 = -

n.

a)lim8n+1_6 _
3n+2 3

b tim 272=L 4

dmn7;§=—w

dlim9=9

12.

a) Dado L € R+,

b)

> o n>VL

Ent3o, para qualquer L > 0O, se considerarmos um
numero natural p, superior a \/Z. tem-se n? > L,
desde que n > p.

Fica provado que lim n? = +oo,

Dado L € IR*.
Vn>L e n?> 12

Entdo, para qualquer L > O, se considerarmos um
numero natural p, superior a L2, tem-se Vn > L,
desde que n > p.

Fica provado que lim Vn = +oo,

¢) Pretende-se provarque V3 € R*IpeN: Vne N,

1
an:}’ﬁ_O <.
Seja 6 € IR".

1 1

F—O <) & ¥<6
& n—12<8
o n?>3
< n>Vo

Assim, se n > \/S entao n—12— 0| < 9, e, portanto, se

p> \/5 fica provado que Vo € R*dp € IN:

VnEIN,ani‘n—lz—U <d,ou seja, que

.1
llmﬁ= 0.
d) Pretende-se provar que V€ R*Ip e N: Vn e N:
1
n>p= ’ V- 0| <o.

101




Seja d € R*.
1 1
Sdfes e s
& Vn>d
o n>d
Assim, se n > 82, entdo L—O < 9, e, portanto
[ ' \/E 1 1p ’
se p > &2 ficaprovadoque Vd € IR*Ip € IN:
1
VYneIN,nzp=|——-0| <39, ouseja, que
P \/E Ja, g
lim—l—O
Voo O
13.

a) lim n3 = +oo
b) im V n? = +o0
3

e limn 4 =+
3

dlimn 4 =0

.1
e)llmﬁ=0

) 1
f)llmW:O

1A,

Ao +b=-1+2=1
Oy +by=1+1=2
2 1

a3+b3=—1+§:—§

b)a,+b,= (—1)”+2
n

15.
2

_2. 5.2
a)C1Xd1—6X2—3

czxdzzf—lxlzi

11
_6 2_1
C3x0s=15 %375

_2n 2_ 4
b)cnxd,,—5n+1><n—

¢)limc,=lim n__2
n 5n+1 5

lim dn:limz=0
n

. L 4
lim (c,x d,) =lim 5n+1_0

- 1_. Bn+l_5
d) lim Cn—hm o 5

102

6n+1
a)&:+:(6n+l)(n+l):6n2+7n+1
£, 2n+7 n(2n+7) 20+ 7n
n+1
b lim e, = lim 871 —
n
. . 2n+7
llmfnzllmm=2
. (e 6
¢lim(-L)==—=3
(%)=
AN EE!
l_ _— ==
'm<en) 65 3
Tl.
a)limg,=lmn?2=0
4n 4 _

lim h, =lim 2

n+1 2
b) lim (2016g,) =2016 x0=0
c)lim (7Th,)=7x2=14
d) lim (g,—h,)=0-2=-2

e) im (2, - 3h,) =2x0-3x2=-6

18.

a)lim (g, + b,) =lima, + lim b, =

T n+ _l_
—l|m4n+4 +lm(3 )—
N S
= 4+3
_1
4
b) lim (b, x c,,) = lim b, x lim ¢, =
=lim<3—l)><limi3=
n n
=3x0=
=0
lim==—1 - L 1
b, limb, “m<3_;> 3
.1
llmn—3
ey _lme, T 71y _0_
DM "= limb, “m<3—;> 370
lim =12
. 4n+ 4 _% .
im do = 1May _ 1\ - — * _—_ =
Aim = limb, “m(3-;) 3 1
i 2 (lima2= (im oV o L1y L
fllim (a,)? = (lim a,) <l|m4n+4> (4 16
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1 1 1 1 1
Qan02=mmbﬂz=Qm%3—;»2=32=wﬁ
29, iy 2o~ 5t _ 2x3-5x (1)

wr . e oresd

80.

a) lim u, = lim n3 =+

b) limv,=lim5=5

¢) lim w, = lim (-n) = -

d) lim t, = lim Vn =+

e) lim (u, + v,,) =+ + 5 =+

f) lim (u,, + t,) = +o0 + (+00) = +o0

gl lim (v, + w,) =5+ (~0) = —»

81

a) lim (a, + by,) = +o% + (+) = +o0

b) lim (0, + d,,) =+ + 0 = +oo

o) lim (a, + e,) =+ + (-2) =+

d) im (g, + c,) = + + (-¢) Nada se pode concluir.
e) lim (a, X bp) = o0 X (+00) =+

f) lim (0, x c,) =+ x (-0) = =

gl lim (g, x e,) =+ x (-2) = -

h) lim (c, x €,) = - x (=2) =+

i) lim (b, x d,,) =+ x 0 Nada se pode concluir.

) lim (c, x d,) = - x 0 Nada se pode concluir.

K) lim (c,,2016) = (~20)2016 = 40
D lim (c,20Y7) = (~00)2017 = —
82,

a) lim (n?2-n) =lim (n2 <1—%>) =400 X (1-0) =+
b) lim (-n%+ n) = lim (—n2 (1 —%)) =—0ox (1-0)=—

de(Zﬁ—4an%n—9>=
. 2 3 9
=lim (2“3 (1_F+ﬁ_ﬁ>>:
= 400 (1-0+0-0)=+n

d) lim (-rn*+3n2-n+4)=

. 3 1 4
=lim (—Tl',n4 (1—W+$—W)>=

=—ox(1-0+0-0)=—»
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e) lim (4n°-n*+4n3+6n-9) =
. 1 1 3 9
= — 5 — — — — — [ =
l|m(4n (1+4’7 o 2n4+4n5>>
=-0ox(1+0-0-0+0)=-»

f) lim (gn10+n7—4n2+6n—9>=

i (B0(y. 33 . 9
3 8n3 28 4n® 8nio

=+0ox(1+0-0+0-0) =+

83.
n3<6——+—2>
a) lim 6n° 2+ n =lim & =
28 -n 3< 1)
n 2——2
n
6—2+i2
. n n
=lim 1 =
2-5
n
_6_
_2_3
. 8h-9 8
b = — = —
)llm_4_n 1 8
n2<2—1+l2>
. 2n?2-7Tn+1 . n nj
¢) lim p =lim 1 =
TR
n
2——+i2 5
= lim 1” =£=7
1+F
n3<1+i+i)

. n®+5n+1 . n2 n)
d) lim =lim =
3-n? (3

I’I(—Z—l)
n
n<1+—55+i3>
:l|m n n :+—OO:—OO
3 1
n?
2 2
e) lim — n =
n+1 3 1
n(l+—3)
n
2
=l|mn—3><lim =
" l+i3
n
=lim — x lim 1 =
l+—3
=0x1= n
=0
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f) lim 6rf-n+1 lim =
_3,73_” n3 (_3__1_>
2 1
n<—6—ﬁ+n4) Y
_I.lm _3_i :?:+OO
2
84,
4n
a) lim n?+1 1 (2n4+1)_ 8n4+4_
n? 2(n?+1) nd+n
2n*+1
n* 8+i n(g+—
n* n* 1o
=lim =lim =——=+4x
1 1 1
n3<1+§) 1+
n? 1\ n
b)l|m(3n+1><n>—l 3l
— lim L — lim 11 -t
n<3+l> 3+= 3
n n
. B n?+2n
c)llm[ ) (n+2)] lim 751 -
n2(1+z)
n
=lim ] =
n2<1+¥)
1+Z
= lim n__1i_4
1 1
1+F
85.
1 Vn+?2 ot Vn+?2 B
AM /2y gn =HM Vn(n+?2)
Vn+?2 1

b) lim (Vn2+1-Vn?2+2)=
(Vn2+1-Vn2+2) (Vn2+1+Vn2+2)

=lim =

Vn2+1+Vn2+2

n*+1-n?-2

= tim VnZ+1+Vni+2

. -1 -1
BRI/ RV g
c)limﬁ—lim L =lim L L—O
n nVn Vo

104

n? <9 +i)+2n
Y n

. VOn2+4n+2n | B
d) lim =lim =
n+3 n+3
Vn? +—+2n
=lim n+3 -
no |9+ 1on ”(,/9+i+2>
n
[ 4
» 9+n+2 342
im 3 =7 5
1+—=
n
Lo_.n
M Va2 C
! n(1-Vn+2)
=lim
| (1+Vn+2)(1-Vn+2)
- n(1-Vn+2) - n(1-Vn+2)
=lim () =lim - =
. n(1-Vn+2) . 1-Vn+2
=lim 1 =lim 1
n(&——) -
n n
—00
86.
a) lim 37 =+«
b)llm(B) =0
c)hm%-hm(é)n:mo
on 2\
d) lim 7n—l|m<7> =0

enmuW—ngmn@n«%y—l»=+wxen:_w

81. A sequéncia 0,9; 0,09; 0,009; ...
geométrica de razdo 0,1. Assim:

0,9)=09+0,09+0009+..=

B 1-01 1-0
—Um<09x1 01) 08x15or=1

88. lim u,=lim (10+1+0,1+0,01+..+01" =

€ uma progressao

I 1-017 1-0

—hm(le — 01) 10% g =
10 _ 100

—10x 5=
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Aprende Fazendo 8.l u. — tim (1+l+l+ +3i> _

Péginas 98 a 104 31 r?

Limu, ~tim (3+1)=3+0- l_<§> 1-0
.l|mun—l|m<3+;>—3+0—3 =lim | 1x T = _3
A opcéo correta é a (D). 1 3 3 2

. . A opcdo correta é a (A).
2. lim vn=lim%=lim (1_F>:1_0:1
9. A proposicao (I) é falsa. Contraexemplo: a suces-

Logo, (v,,) € uma sucessao convergente. ~
sao de termo geral

A opgao correta é a (C).

1 .
- senépar
3. Como o gréfico da sucessdo (w,) estd sobre uma u,= 1
reta de declive positivo, entdo w, — +o. ~onsen é impar

A opcéao correta é a (B).
étal que limu,=0eu,<0,Vn&IN, mas (u, ndo

4.lim t,=lim (100 - n)2 = (—)2 = 400 ¢ mondtona.
Logo, (t,) € uma sucessao divergente. A proposigao (ll) é falsa. Contraexemplo: a suces-
A opcao correta é a (A). sdo de termo geral v, =—n é ndo limitada e lim v,, = —o,

A opcao correta é a (B).
5. lim u, = lim (2—%>=2—0=2
10. Como a sucessdo (b,) é decrescente, entdo by > b,
Vv n€&IN. Entdo,-1<b,<b;, VneEN,ouseja, (b,
é limitada. Uma vez que (b,) € mondtona e limita-
da, entdo (b,,) é convergente.
A opcao correta é a (D).

Logo, (u,) € uma sucessao convergente para 2.
A opcao correta é a (C).

6. A afirmacéo (A) é falsa. Contraexemplo: a suces-
sao de termo geral a,, = (-1)" é limitada mas nao é
convergente.

. . . 1
- 3_p) = 3(1-=\|= =
A afirmacgado (B) é falsa. Contraexemplo: a suces- 1. tim up = tim (7° - n) = lim [n (l n?)] Foex L=

sdo de termo geral b, = n € mondtona mas nao é Logo, a proposicéo (l) é verdadeira.
convergente. limv,=Llim [2n+ (-1)"]
A afirmacao (C) é falsa. Contraexemplo: a suces- Se n € par, entdo lim v, = lim (2n + 1) =+
_ 1", Se n é impar, entdo lim v, = lim (2n - 1) =+,
sao de termo geral ¢, = € convergente mas . _ . . .
Logo, lim v, = +« e a proposicdo (ll) é verdadeira.
ndo € monatona. A opcdo correta é a (A).
A afirmacao (D) é verdadeira. Se (d,,) € uma suces- P
sao convergente para g, entéo, pela definigao de 12. lim w, = lim kn +6n3— 3/;+ 4 _
limite, para qualquer & > 0, existe uma ordem p € IN -on=+n
talqueVneIN,n>p=|d,-al <3d.Ora, 3 kn+l—i+i
ld,-al<d & -6<d,-a<0d & a-6<d,<a+3J, L n n? nd ~
pelo que (d,) € uma sucessao limitada. =lim 3 (g +l h
A opcao correta é a (D). n
kn + 1. 3,4
1. lim (b, x c,) conduz a uma indeterminac&o do tipo n n*2 nd kn
= l. = ll —_—
0% 0. im s 1 im 5
lim (g, x b,) = -1 x (+%) = -0 n
o 0 Como lim w,, = -, entdo k > 0.
im{-*)=—=0 A opgao correta é a (D).
b,) oo pe (D)
(O _ -1 , X x x \_
llm<bn>—+w—0 13.l|m<x+§+§+...+—3n_1>—30
1\n
A opcdo correta é a (B). 1- <§>
o lm| xx — 7 |=30
173

ASD\ Expoente””~ Dossié do Professor 105



<:>x><l=30
2
3

2

=30x—

& ox ><3
< x=20

A opcao correta é a (C).

14.
3n+1 I’7<3+%> 3+l 3
. 3n+1 L _3_
a) i 3n_4 Li n(3_i) lim 4 3 1
n n
-5n+1 _ n L:_
bl im 75— =t <2+10> ”
c)llm_n_1 lim (2 + L) = o0
” 44
2 2
dlim(-=)|=-=
)|m< 5) c
11
e)llmm—m—O
15.
a) lim n% = +o0
b) lim V' n3 = +x
¢) lim n2018 = 40
d) lim n2018=0
e lim — = =0
m 40
11
f) lim v —+OO—O
. L n__. n _
1(i.l|mun—l|m2n+1 lim nz_l
n
=lim -1
1 2
n
Limv=[imn’2=limi20
n n2
1
. n+1 . 2P
limw,=lim———=lim ———— =6
2n+5 242
. 1 1
a)l|m(un+vn):§+0=§

b) lim (v, +w,)=0+6=6
¢)lim (3v,-w,)=3x0-6=-6
d) lim (unxv,,)=%><0=0

106

1 1
e)llm—=T=2
2

Un
1
flim — =1—=l
Up W, =B 3
2
gtim22=2 -
w, 6
. 12 1
2_([2\' =L
h) lim (u,,) <2 Z
1 1
dlmw,) 2 =62 =V6
17.

a lim (a, + by,) =~ + (~%) =—©

b) lim (c, + d,) =+ + 0 =+

¢ lim (a, + f,) =— + 3=

d) lim (b, + ¢,)) = =% + (+) Indeterminagéo
e)lim (f, +c,) = 3 + (+o0) = +o0

f) lim (0, x b,) == x (~%0) =+

g) lim (a, x c,) = =0 X (+00) = -0

h) lim (g, x f,) =% x 3 =-»

i) lim (c, x e,) = -0 x 0 Indeterminag&o

P lim (a, x d,,) = - x 0 Indeterminacgao

k) lim (a,*) = (-o0)* = +00

D lim (a,°) = (-0)% = -0
m Lim (i)=i:0
c,) +o
. 1 1
|_ —_— ==
n) |m<bn) —=0
. (q o0 N
o) lim (—) =— Indeterminacéo
Ch ©
. (e
p) Lim (—”) =-=0
fn) 3
(d)\_ O .
q) lim (en) =35 Indeterminacao
1) lim (2—”) = —8— Nao ha dados suficientes para resol-
n

ver o exercicio.

18.

a) lim 4" = 40

.5 5\n
b) llm§=l|m (E) = +o0

. I ) 7\n 1
¢) lim —7=lm (=) x==40x==+x
T T
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{1y
d)llm(z> =0

_on 2\
e) lim 10n—l|m<10> =0

flim (3" 6”—l|m< ((%)”—1)>=+oo(o_1)=_

19,
a) Pretende-se provarque V3 € R*Ip€IN:Vn €N,
2
> =-0 .
nzp= - <d
Seja 6 € R™.
2 2 1 2
n—0<6<:> <8<:>n 6(:)2>5<:>n8
. 2 - |2
Assim, se n >§’ entao F_O <9, e, portanto, se

> % fica provadoque Vo €R"dpeIN:VneEN,

n2p=>‘%—0 < 9, ou seja, que Llim %zo.

b) Pretende-se provarque Vo € R*3peIN:Vne N,
10n
-5/ <d.

>
n=P=1o0

Seja o € R™.

10n
2n+1

10n-10n-5
n+1

—5‘<8<:>‘ <9

IS <9

2n+1
2n+1 1
_—>

10n

-5
2n+1

6, entao

. 5-
Assim, se n >

% <, e, por-

286 fica provado que V & € IR*

tanto, se p > >

10n
2n+1

HpEIN:VnEIN,an:‘ - 5| <9, ou seja,

. 10n
lim—=————=5.
e 1
¢) Pretende-se provarque V3 € R*IpeN:Vne N,
n? 1
a1 3%

Seja b € R™.

n=p=

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

n? 1 3n2-3n2-1

3n2+1'§‘<6‘:’ 3(3n2+1)‘<8
1
© 3@Eesn

o 3(3n2+ 1) >%

=N 3n2+1>L

30
1
3n?>—-1
IR
1-38
32
IR RET
@n2>1_36
95
Assim, se n > 2= entdo n? 1 <de
' 95 ' 3n2+1 3 '
-36 ..
portanto, se p > % , fica provado que
1
V8EIR+EIpEINVnEINn>p:>’32+1 3’ ,
ou seja, que lim n’ _1
ja.q 3n2+1 3’

20.

a) Dado L € R*.

-5

2

Entao, para qualquer L > 0O, se considerarmos um

2n+5>L © 2n>L-5 & n>L

5, tem-se

, . L-
nuimero natural p, superior a 5

2n+5> 1L, desde que n = p.
Fica provado que lim (2n+5) =

b) Dado L € R*.
3-n

2 <-L & 3-n<-2L

& —n<-2L-3
&S n>2L+3

Entdo, para qualquer L > 0, se considerarmos um

ndmero natural p, superior a 2L + 3, tem-se

3-n
2

<-L,desde que n = p.

Fica provado que lim (ﬂ) =0,

21.

a) Proposicao verdadeira.
Por exemplo, a sucessao de termo geral u, = (-1)"
é limitada, mas nao tem limite.

b) Proposicao falsa.
Uma sucessao limitada é minorada e majorada,
logo ndo pode tender para infinito.
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¢) Proposicao verdadeira. 1 \n
Vn oo

~ 1,
Por exemplo, a sucessado de termo geral u, = N e =lim——————— =—=—w
limitada e tende para zero. 1+ 1
n

d) Proposicéo falsa.
Por exemplo, a sucessao de termo geral u,=-n+3 . n+5 _ n+5
. . h) lim = =
tem termos positivos (nomeadamente o primeiro e V2n2+1+3n (3) \/ 1
n

o segundo termos) e tende para —. i 2+ n” +3n
5
e) Proposicao falsa. 1+ P’ 1
Por exemplo, a sucessao de termo geral u, = —% é =lim \/2 N 1 ‘3 - V2 +3 -
crescente e ndo tende para +o, mas para zero. n?
f) Proposicao falsa. = % X % =
Por exemplo, a sucessao de termo geral u, = n é 2+3
mondtona, mas ndo é convergente. _ V2-3 _ 3- V2
g) Proposicéo falsa. 2-9 !
~ -1)"
Por exemplo, a sucess&o de termo geral u, = ( n) i) lim (V27 + 1-Vn) =, lim (\fn 9 +%_ \/E) _

é convergente, mas ndo é mondtona.

. 1
h) Proposicao verdadeira. = lim (\/E < [2+ P 1)) =+ x (V2-1) =+

22. . 2n+1 ) 2\n
l+§ j)llm 5n (;)“m(g) X2:0X2:0
al lim 22 = -1
2n+1(§) 2+= 2 gnagnel Csw 1 /3w 3
n Klim—"5— = l|m<——) ><—2+l|m<—) X—5=
T (g) Y T
5
+— =400+ 0=+
b im 22— (im o =
> 1 — 9 ~
L) 2+ 2 I)lim(3”*2—5”)(mfm)lim(5”(<%>n><9-1>>=
5 = +o0x (0—1) =0
, B n__ 1 _
c)llm23+1<m> 2I’72+l_+oo 23. - X
n a)lim(nn )ilim(n+z>:+oo+0:+oc
4 5 g
i) im 22+ 40 =5 m ot 3 b)lim( n )—Um 1 _1 g
2 3—5n2+1(:>) 2_§+i 9 n‘+3 (; n+§ +00
n nm g 3
+_
c)Lim(2”5+3”2>—um 2 1
5 = 1 ~ 42 9
9_3 4P +1 (;) 4+F 4 2
4 2
2
_+3n3
5 d)lim(1+2+3”4>=1+um L =1+ 2=
1+-2 4n+1 ) 441 4
lim Y°*5 1
2n+1 ) g4 1 2 i
- n elim (—— (12+2)) = im 22
Vn 1 +1 ©x) n+1
n(—=-Vn
) lim ln__ <\/E >— n+2
& Von+1 @) =lim 1 e
N \/E 1+=— 1+; 1
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o)

, , 1
h) lim (02917 —n?) = lim <n2017 (1 - nzms)) =

=+4oox ] =+

) lim (n? - n?18) = lim (nmlﬁ (ﬁﬁﬁ - 1)) =

=400 X (-1) = -
i tim (2 +%)

Se n é par, entdo lim (2 + (_i)n> = lim (2 + %) =
=2+0=2

Se n é impar, entdo lim (2 + (_i)n> =lim (2 _%> -
=2-0=2

Logo, lim (2 + (_—i)n> =2,

K lim <—n N ﬂ)
n

~1\n
Se n é par, entdo lim (—n + ( ’i) ) =lim (—n + %) =

=—00+ (0 = -0,
_1\n
Se n é impar, entdo lim <—n + %) =lim (—n —%) =

=—o00— (] = —on0,

Logo, lim (—n + %) = —

Dlim (Vn?+1+Vn2+2)=+00+ (+x) =+
m lim (Vn2+1-Vn2+2) =

(===)
(Vn2+1-Vn2+2) (Vn2+1+Vn2+2)
Vn2+1+Vn2+2

L nf+1-n>-2
=M i1 Vv 2 -

Y -1 _1_
=M s 1+ Vit +2 ~ 5 0

n) im (M) (; lim (%)n + lim (%)n +1=

=lim

31’1
=0+0+1=1
_ n+1 _
o) lim <%> (i) lim T _11 +lm2"x 4=

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

4. im u, =lim (t + (-1)")
Se né par, entdo limu,=n + 1.
Se n é impar, entdo limu,=n-1.
Logo, a sucessao (u,,) é divergente.

limv,=Llim (mt-(-1)")

Se n é par, entdo limv,=n-1.

Se n é impar, entdo limv,=n + L.
Logo, a sucessao (v,,) é divergente.

im (u, x v,) = lim ((m + (=1)")(n - (-1)")) =
=lim (r?2-(-1)2") =n2+1
Logo, a sucessao (u, x v,) € convergente.

25,
_2
3n+1 n
gt S Lyncn
! 30

1, .
Uma vez que 3 € uma constante, fica provado que

(w,,) € uma progressao geométrica.

b) w, = 2 >0er= % <1, logo (w,) é uma sucessao

3
decrescente.
]_n
l__
o 6
G)Sn 3><1_7l—
3
]_n
1__
Pl
3

d)umsnzum(1—(1>”>=1—0=1

3
26. L
1__
a)lim S,=lim | 2x 1 =2x T
2 2
=2x2=4
Mug=ux 81 @ —o— =3x/5
3125
1
308
ool
5
1\n
_E)
. . 1-0
llmSnllm(3>< _l =3 T:
5 15 °
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2],

28.

Pretende-se provarque Vo € R*fIpeN: Vn e N,

an:‘(—l)”'%—O <.

Sejad € IR".
‘(—1)”-i—0 <d & l<8
n n

1
& n>—

)

Assim, se n > L, entdo |(-1)" - % - 0| <9, e, por-

25

tanto, se p > 2% fica provadoque Vo € IR*dp € IN:

VnEIN,an:‘(—l)”'%—O
Y
n

<, ou seja, que

lim (1) ==0.

Pretende-se provar que a proposicéo V 6 € IR*

EIpEIN:VnEIN,an:‘nTJrl—lf <56 falsa,

Seja 6 € IR".

n+1 n+1-4n

<9

—4’<8 =

-3
n
-3

@‘l <d

n

<:>l—3<8/\l—3>—8
n n

& l<3+8 A l>3—2‘>
n n

ANN<_—2

= 3-3

1
3+9
Assim, os Unicos termos da sucessdo que sao

valores aproximados de 4 com erro inferior a &

e infe-

sdo aqueles cuja ordem é superior a 343

rior a 3—18 e nao todos a partir de uma certa ordem.

Logo, a proposi¢édo acima é falsa, ou seja, a su-
cessao (u,) nao tende para 4.

28,

a)lim

n?+cos n - lim n? _ 1
3n’+senn () 3+>300 3+0 3

)

b) lim (3Vn?+1-5n) =, lim (3\/ﬁ 1+i—5n>=

=lim <3n /l+i2—5n)=
n
. 1
=lim <n<3 /1+—2—5>>=+oo (3-5)=-
n

10

¢) Seja v, = .

b) Seja P(n): v, = <l>2n

4
5n
_(h+1% n*
Vh+1=Vn= 5o+l _5
(n2+2n+1)-5n*
5n+1

n*+3n3+4n?2+3n+1-5n*
5n+1

—4n*+3n3+4n%+3n+1
gn+1

(n+1)4n+1)2 n*
- g+l o

Uma vez que lim (=4n*+3n®+ 4n?2+ 3n+1) =
= lim (-4n4<1——3——i-i_—1_)> — 1=,

entao, a partir de uma certa ordem
-4n*+3n%+ 4n?+3n+1<0, pelo que, a partir

—4n*+3n3+4n%+3n+1
gn+1

dessa ordem, <0ea

sucessao (v,,) é decrescente.

4
Por outro lado, % > (, para todo o n € N, pelo que
a sucessao (v,) é minorada.
Assim, 0 < v, < vy, V n € IN, ou seja (v,) é uma

sucessao limitada.

Ora, u, = v, X % logo, lim u, = lim (v,, X %) =0, ja

gue (v,) € uma sucessao limitada e lim % =0.

a) Paratodoon € IN:

2%
—lu,+—]-1
Upe1—1 2 tn
Vn+1= = =
Upertl 1 S
2\,
1 1
—up+ -1
_ 2" 2wy _ u,3+1—2u,7 _
- 1 1 Cu2+1+2u,
= + -1 n n
2 0
_ 12 ~1\2
= EZ” +32 = (Z” +i> = v,?, como gueriamos
n n
demonstrar.

3

s (LY L w11 2-1 1y
! (3) t+1 (3) 2+1 <3>
o o1
3 3

Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.

o 1 2n71
Hipotese: v, = (5)

2[7
Tese: v, 1= (%)
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Demonstragao:

oo /1N q1N\2x2t 1\
Vh+1=Vn = 3 3 3

1 2n—l 1 2n—1
@unx<§> +<§> =u,-1

l zn—l l 2n—1
4:)u,,><<§) —un=—l—(§)

B o

1 zn—l
1_ =
2
S un_ n-1
1\2
1 fnl
*(a)
1- 3217—1
= up =
1+ 3771
321
(=4 un 32n71+1
anl
1‘(%) 1-0
d) lim u,, = lim 1 7T =170 =1
5
1

Tema IV - Funces Reais de Varidvel Real
Unidade 1- Fungdes racionais
Paginas 6a 15

1

alD;={x € R:x+1=0}=R\{-1}

b) D, = {x € R: 2x = 0} = IR \ {0]

¢) D, ={x €RR:x2-5=0} =R\ {-V5, V5}
dD=x€R:x2+5%0}=R

-——
Condicao universal em IR

e 0={x€R*+5=0}=R\{V-5]
fiDy={x €ER:=2+5x-6=0]=R\ (2 3]

Calculo auxiliar

-5+V25-24 _5%1
_ &S X=F—

x2+5x-6=0 & x=
i) 2

S x=2vx=3

2,
a)D={x€R:2x+6=0}=R\{-3}

. x2-18 _ 2(x2-9) _ (x=3)x+3)
2x+6 2(x+3) x+3
em R\ {-3]}

b D={xeR:2x?+6x+4=0}=R\{-2,-1}

=x-3,

Calculo auxiliar

22+6x+4=0 & x2+3x+2=0

-3+V9-8
2
-3%1
2

S x=-2vx=-1

~ X=

& X =

2x+4

Calculo auxiliar

W-2-320 o x= 2 VA2 ‘;*12
244
2
< x=-1vx=3

= X =

0D=[xER?-1%0]=R\[-1 1]
L -3243x-1 . (x-1)(x? - 2x+1)
-1 x-1)(x+1)
x2-2x+1
B +1

,emR\{-1, 1}

Calculo auxiliar
1 -3 3 -1

‘1—2

d)D={x € R:x®+5x°+7x%+ 33+ 0} =R\ {-3, -1, 0}

Calculos auxiliares

x4+ T4+ 3x3=0 & B3 +5x2+7x+3)=0
e x=0v x*+5x2+7x+3=0

< x=0vx=-1vx=-3

Divisores de 3:-3,-1,1, 3

-1 -1 -4 -3
‘1 4 3 |o0
-4+V16-12
xX2+4x+3=0 & x= 5
<:>x:_4i2
2

& x=-3 vx=-1
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x4+ 43 + 3x2

. _ x2(x? + 4x + 3)
X8 + 5x5 + 7x% + 33

x3(x + 1) (x? + 4x + 3) -
__ 1
x(x+1)

=—— emR\[-3,-1 0}
X X

3.

AD={x&R:x+h=0 A x=0}=IR\{-h, 0}

1 1 x-x-h_ -h .
x+h x  xc+h) 2ixh ST RAER O]

bD={xeR:x-3%0 A x2-9=0}=R\{-3, 3}

12 :x+3—2:x+l
x-3 x2-9 x2 -9 -9

em IR\ {-3, 3}

OD=[xERx2-9%0 A x2+3x=0}=R\[-3,0,3)

._ 6 P 6 P
-9 x2+3x (x-3)x+3) x(x+3)
= 6 + 1 =
(x=3)x+3) x+3
_ B6+x-3
C (x-3)x+3)
_ x+3 _
C (x-3)x+3)

-1l emR\[3,0 3]
x-3

dD={x€R:x-2%0 A x2-5x+6=0}=R\{2, 3}

Calculo auxiliar

5+V25-24
2

x2-5x+6=0 & x=

5+1
2
< x=2vix=3

1 x-1 1 x-1
. + = +
x-2 x2-5x+6 x-2 (x-2)x-3)
o x-3+x-1
C w-2k-3)
 X-4
(k-2 -23)
20x-2
C (x-2(x-3)
2

Zm, em |R\[2, 3]

e D={xER:x2+5x+6+#0 A x2+4x+3=0}=
=R\ {-1,-2,-3]}

12

Calculos auxiliares
5 4+\/95_24
'x2+5x+6=0<:>x=—5_ 225 2
<:>x=_5i1
2
& x=-2 v x=-3
-4 +V16-12
'x2+4x+3=0<:>x=f
@x:—4i2
2
& x=-3 vx=-1

x+1 x+2 _
X2 +5x+6 xZ+4x+3
x+1 x+2

T wr2a+3) @I+ ])
x+Dx+1D)+x+2)(x+2)
(x+2)(x+3)(x+1)
A+ 1+x%2+4x+4
x+2)x+3)(x+1)

2?2 +6x+5
(c+2)(x+3)(x+1) ,em R\ {-1,-2,-3}
4.
AD={xERx+5%0 A 23-2x=0]=
=R\{-50,-1,1}

Calculo auxiliar
23 -2x=0 & 2x(x2-1)=0

& x=0vx=1lvx=-1

L X « x+5 _ 2x(x +5)
x+5°7 28-2x  (x+5) (x%2-1)

N 5.0,
=57 emR\(-5,0,-1,1]

DD={xeR:x+3%0 A x2-1#0}=R\{-3,-1, 1}

. x2-x-2 x?+6x+9 _ (x—2)(x +1)(x + 3)2
x+3 x2-1

x+3)x-Dx+1)
_x=2)x+3) _
x-1
_ x2+x-6

,emR\{-3,-1, 1}
x-1

Calculo auxiliar
1+V1+8
2
1+3
2
S x=2 v x=-1

¥-x-2=0 & x=

— X=
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gD={x€R:x2-5x-6+#0 A 2x2+12x =0} =
=IR\{-6,-1, 0,6}

Calculos auxiliares

y—
060 5o SEVET
o 4o 5E7

2

& x=6 v x=-1

*2x?+12x=0 & 2x(x+6)=0

< x=0vx=-6

Calculo auxiliar

x 5 _ - x(x+5)-5(x-5) _
x-5 x+5 (x=5)(x+5)
x2+5x—5x+25:
(x=9(+3)
X2 +25

m =0, gue e uma equacao

impossivel em R.

¥-36 « x4=1 _
2.5y -6 " 22+12x
(x-6)(x+6)(x-1)(x+1)(x2+1)

(x—6)(x+1) 2x(x + 6)

@12+
2
3_,2 —
- % em R\ [-6,-1, 0, 6]
5.
AD={x€ER:x-2#0 A 4-x2#20 A x2-9=0}=
~R\[-3,-2,2,3]
.x2+3x.x2—9:x2+3x 4 —x?
x-2 4-x2  x-2 9
_ x(x+3)(2 x)(2+x) _
(x=2)(x-3)(x+3)
_x(2+x) _
x-3
x2 zxemIR\[B -2,2,3}
x-3

bD={xeR:x*#0 A 5x=0 A x2+1=0}=IR\ {0}

x4-1
X :(x4—1)5x:
x2+1 ¥(2+1)
Bx
_ x-1)(x+1)x2+1)5 _
B2 +1)
5 -1 +1)
== 5 =
_ 5x2-5
=73 ,em R\ {0}
c)D= {xEIRx 5#0Ax+5%0 A ——— 5 iO}Z
x-5 x+5
=R\ {-5, 5}
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.x+5.x_5:
x-5 x+5) \x-5 x+5

_ x(x+5)+5(x-5) . x(x+5-5(-5 _
(x=9)x+23) (x=9){x+3)
x2+5x +5x-25 x2+5x-5x+ 25

-5(+5 = (x-5)x+5)
_x2+10x-25 x2+425
~ (-5)x+5)  (x-5)(x+5)
_2410v-25  (x-5)(x+5) _
"~ (x-5)(x+5) x2+25

_ x2+10x-25
=i ,em R\ {-5, 5}
6.
1 4. 1_ Sx—dx(x+2) +3(x+2)
TR R 3n(x + 2) =0
3x—4x2-8x+3x+6 0
3x(x +2)
4P-2048
3x(x +2)
& —4x?-2x+6=0 A 3x(x+2)#0
& %24+x-3=0Ax20 A x2-2
(:x:w /\x:'tO/\x#—'—z
<=>x=_l:5/\x¢0/\x¢—2
3
@<X:—va=l>/\x¢0/\x¢_2
<=>x=—%vx:l
_[3
C.S.—{ 2,1}
b) Y 1 _6-5
xX2—4  x-2  4- x2
o £ 1  6- 0
X2—4 x-2 4-x2
X2 1 B-5  _
=4 - + =
(k-2+2) x-2 (x-2k+2)
x2-x-2+6-5x 0
(x=2)(x+2)
13



o x2-6x+4
x=-2)x+2)
& x2-6x+4=0 A (x-2)(x+2)=0
6+V36-16
2

6+2V5
2
s (x=3+\/§ vx=3—\/§) AXFLAXEL
& x=3+V5 v x=3-V5
cs.={3-V5,3+V5]

=0

& x= AXF2AXxE2

AXFEF2AXFEF2

o x-2  _ x+1 1
2%2-x-1 2x2+3x+1 2x+1
o x—2 B x+1 . 1 -0
(2x+D)x-1) (2x+DL)x+1) 2x+1
o x=2)x+1)-@x+)x-1)+x-1)x+1) -0
(2x+1)(x-1)(x+1)
x-2)(x+1)

=0

(2x+1)(x-1)(x+1)
S k-2)x+1)=0 A Zx+1)x-1)(x+1)=0
S k=2 v x=-1) A xi—% AxELA x=-1
o x=2

CS.={2}

Calculos auxiliares

1+V1+8

*2?-x-1=0 & x= 7

S x=-—vx=1

2

+2%24+3x+1=0 <:>x=M

crleoy a2 0

+
3-(x+1)(x-2)-(x+1) _
i k+1)x-2) =0
3-x2+x+2-x-1
x+1)(x-2)
- < +4
(x+1)(x-2)
o x2+4=0 A (x+1)(x-2)=0
=
&

=0

0

x=2vx=-2) Ax#t-1 A x*2
x=-2
CS.={-2}

14

Calculo auxiliar

1+V1+8

2_x-2=0 = ==V="9 _g
X X ~ X D)

S x=-1vx=2

1

x-3

a) >0

21
X —o0 -1 1 3 +00
= - - - - - 0 +
x2-1 + 0 - 0 + + +
x-3
1 - nd.| + [nd | - 0 +

CS.=]-1,1[U]3, +oof

x2-3x+2
b ——5 =0

Calculo auxiliar
3+V9-8

xX2-3x+2=0 & x= 2

o x=2vx=1

x - -2 1 2 +00
xX2-3x+2 + + |+ |0} -1]0 +
x+2 - 0 + + + + +
% - nd.| + | 0| - 10 +

2
X oo o X <
c) o = x-3 & o +x+3<0
o 3-x2+x2-2x+3x-6 <0
x-2
x—3
<
& x_2_0
X —0 v 3 +00
x-3 - -l - 1o +
x=2 - 0 + + +
’;_;2 + n.d. - 0 +
C.S.=]2, 3]
2 2
d)x+3x> _3 x+3x_x+3>0
x—4 x-
X2+ 3x—-x2+4x +3x-12
>0
o1z 0
x—4 -0
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x e % 4 oo h é positiva em ]-2, 0[ U |3, +e°].
10v-12 B B 0 . h é negativa em |-, -2[ U ]0, 3.
. 3x-6 _ x?-bx _
x-4 0 + + + b)jx)=0 & 10—2xx o~ =0
10x-12 _ 3(x—2) xx(x-5)
— n.d 0 + =
x4 © T h-sx2-92+y O
C.S —]—W,%[u]lr,%O[ < 3x-2)x(x-5)=0 A 2x-5)x(2-x)(2+x) =0
S k=2 vx=0vx=5) Axz5 Ax#t2 A x*-2
e) 1 >—l— 1 & 1 +l+L>O < x=0
x —x2 3 x-1 x(I-x) 3 x-1
-3+ x(x-1)+ 3x -0 OzerodejéO0.
3x(x—-1) . 3x-6 _ x?-5x _
j(x)_ X 2 =
_3+x2_x+3x 0 10_2X 4_x
>
3x(x-1) 3(x—2)xx(x-5)
2 42¢—3 0 2(x-5)x(2-x)(2+x)
= 2
3x(x-1) _ 3x(x—2)(x-5)
(+30-1) g 2(x=3)(x=2)(x +2)
3x(x—1)
X -0 -2 0 2 5 +o0
Calculo auxiliar P RN ol -+
Y X = X — -
x2+2x-3=0 & x= 2EVAR12
2 3x - |- -Oo+ [+ ]|+]|+] +
S x=-3vx=1
2(x+2) - |0+ |+ |+ |+ |+ |+ +
. - 3 0 1 o 3x(x-2)(x-5) - -|-]0|+|0|-]0 +
(x+3)(x—1) N 0 _ _ _ 0 N 2(x-5)(x-2)(x+2) - O|+|+|+|0|-1]0 +
3x(x-1) + +|+|0|-1]o0 + 2(x3f(;)(_x2—)(;)(_x512) + |nd| - [0+ |nd|+|nd| +
b o | - fnd| s fna| j & positiva em J—<0, ~2[ L]0, 2[ U ]2, 5[ L 15, +=].
j € negativa em ]-2, O[.
C.S.=]-0,-3[U]0, 1[ U |1, +oo[
¢p)=0 = M:O
8. P 2 4x+3
B 4 5 3 (x+1)x-3)(x+3) -0
a)h(x)—o f=—1 x—3 x2__3x—§— (x_l)(x_g)
o 43 53 _51_ o k+1)r-3)x+3)=0 A (x-1)(x-3)=0
- Xr=3) 5 & (x=-1vx=3vx=-3) Ax#l Ax%3
20x +25-3(x— 3) -0 B B
5)6()6‘3) & x=-1v x=-3
17x+34 Os zeros de p sédo-1e-3.
e —— =
S5x(x-3)
< 17x+34=0 A 5x(x-3)%0 Calculo auxiliar
S x=-2Axx0 A x%3 1 1 -9 -9
& x=-2 1 ‘ 1 0 9
O zerode hé-2. ‘ 1 0 2 [0
X - 2 0 3 " Assim:
17x + 34 - 0 + + + + + B+x2-9x-9=(x+1)x2-9)=
5x(x - 3) + + | +]0]| -0 " =+1)x-3)x+3)
17x+34
m = 0 + n.d. - n.d +
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x —o0 -3 -1 1 3 +00
x+1 - - =0 |+ |+ |+ ]|+ +
(x=3)(x+3) + O|-|-|-|-|-1|0 +
x3+x2-9x-9 - oOf(+|0|~-]-1]-160 +
x2-4x+3 + |+ |+ |+|+|0O|-|0]| +
7"3;2"_2;‘9:;9 - lol+|o0]|-|nd|+|nd]| +

p é positivaem ]-3,-1[ U ]1, 3[ U |3, +o9[.

p € negativa em ]-o0, =3[ U |-1, 1].

18x—x5:

5-x2

& 16x-x°=0 A 5-x2%0

o x(16-x%=0 A x#V5 A x=-\V5

o xb-x)4+x0)=0 A x=#V5 A x=-\V5

drix)=0 <

o k=0v4-x2=0v4+x2=0)Ax= 5Ax%-\V5
- -
Eqg. impossivel em IR
S x=0vx=2vx=-2) Ax#V5 A x=-\V5

S x=0vx=2vix=-2

Os zeros dersao 0, 2 e -2.

x | |VB -2 0 2 V5| 4o
x(4+x?)| - - |- =-]-=-]0+]|+|+]+ +
4—x? - - |-|O0|+]|+|+|0O]|-|-] -
16x—x°| + +|+|0|-JO|+|O|-|-]| -
5-x2 - O |+ |+ |+ |+|+|+|+|0] -
16x - x5
5_2 - nd.|+|0|-]0[+|0|~-|nd| +

r é positivaem ]-V'5,-2[ U 10, 2[ U ] V5, +o].
ré negativaem ], V5[ U1-2,0[ U ]2, V5.

Unidade 2 - Limites segundo Heine de funcdes
reais de varidvel real

Péginas 16 a 41

9.

a) [-1, 5]

b [0, 4] L [\/E %]

o) [-2,0] u{V2 ]}

116

10.

a) Seja f a funcgdo real de variavel real definida por

flx) = Lz e (x,) uma sucessao qualquer de ter-
(x=1)

mos pertencentes a D¢= IR \ {1} tal que x, — 0.

Entao:
lim flx,) = lim( 4 )z
(x,— 1)

. im4
Clim (x,-1)2
_4
-4
—4

Conclui-se assim queiiino W =4,

b) Seja f a funcdo real de variavel real definida por

flx) = 4 e (x,) uma sucessao qualquer de ter-
(x— 1)
mos pertencentes a Dy = IR \ {1} tal que x, — 1.
Entao:
lim f(x,) = lim ( 4 )z
(xp = 1)

B im4

Clim (x,-1)2

_4

=5 -

=4
Conclui-se assim que lim 4 _ 400

x—1 (x—1)?

M lim . fx) = lim , (x+1) =3
b, 09 =, (-2-+5) =3

Como lim ., f(x) = lim_ f(x) = 3, entdo lim_f(x) = 3.
x—2 x—2 x—2

12
a)£|213+g(x)=£|LnB+7:7
b)lim_g(x) =lim _(x2-2)=7
x—3 x—3
¢) Como lim_, g(x) =lim__g(x) =7, entdo lim_g(x) =7.
x—>3 x—>3 x—3
13.
a) Dy={x ER:4-x20}=]= 4]

b) Seja f a fungdo real de varidvel real definida por
h(x) = V4 - x e (x,) uma sucessao qualquer de ter-

mos pertencentes a D, = |-, 4] tal que x,, — 4.
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Entao:

lim h(x,) = lim V4 -x, =
—Vim 4-x) =
=V4-limx, =
N4 4=
=0

Conclui-se assim que lim4 V4-x=0.

14. Seja f a funcao real de varidvel real definida por
fl) =

x2-1

pertencentes a D= IR \ {1, 1} tal que x,, — +.

e (x,) uma sucessao qualquer de termos

Entao:

lim f(x,) = lim 24_ =

n
__ lm4
lim (x”-1)
_ 4 _
T limx’-lm1
4

© (limx)’-1

__ 4

==
4

_+oo_

=0

Conclui-se assim que lim  f(x) =0.

X =+

15.
a) Seja f a fungao real de variavel real definida por
= 2 —_—
flx) — e
termos pertencentes a Dy = IR \ {1} tal que x, — 2.

(xp) uma sucessao qualquer de

Entao:

lim f(x,) = lim (2—x :):

=lim 2 -lim =
Xpn—
B lim3
lim (x,—1)
_—3 =
limx,-lim1
3
= 2 —ﬁ =

Conclui-se assim que lim (2 _3 ) =-1.
x—2 x—1
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b) Seja f a funcgdo real de varidvel real definida por
flx) =2 -

termos pertencentes a D;= R \ {1} tal que x, — +.

1 e (x,) uma sucessao qualquer de
X -

lim f(x,) = lim (2 __3 ) _

xp—1
=lim 2-lim =
Xn—

_ im3 _
lim (x,-1)
g3

limx,—-lim1
= —_ 3 =
+o00—1
_9_3 _
+00
=2-0=
=2

Conclui-se assim que lim (2 _3 ) =2
X =+

x-1

¢) Seja f a fungdo real de varidvel real definida por
fx) =2 -

termos pertencentes a D= IR \ {1} tal que x, — 1*.

1 e (x,) uma sucessao qualquer de
Y-

lim f(x,) = lim (2 3 ) _

xp—1

=lim 2-Llim
Xn—

__ lm3 _
im (x,-1)
3 _

limx,-lim1

= —00

x-1

Conclui-se assim que lim_, (2 __3 ) = -0,
x—1

, . 1 _
al lim u, = lim (—1—¥>=—1—0+=—1
Logo, lim  f(u,) =lm _f(x)=3
n— 4w x—-1

A opcéao correta é a (C).
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b) Sabe-se que lim_flv) =+, logo lim v, = 1*. b)lim (x2-3)=(=0)2-3=+%-3 =+

Ora:
C) l|m x3+3 —= (—OC)3+3 :ﬁ:+oo
lim n? = +o T D i) )
. 1
lm{1+=)=1*
( ”) dim - =-9 g
lim (-n?) = oo H”‘Z 7-0 X
um(l—l):l R = I
n e) lim — = = =0
A opcao correta é a (B). xoe x (+°0) +oo
1. . 2x __2x5 _ 10 _
| g4 g im S Ve ~3-ve-s 3-2 1
a)i@—f fl) = lim . 1 o
x-4_-8_ 2l.-1<sen (4x) <1, VxER

i'mr f(x)=i|_)mﬁl_ x+1 0O
im —+ 1 _
xowe x2+ =10 o0
b) Como Llim " f(x) # lim - f(x), entdo nao existe B .
x—- X ==

lim _ f(x). i —sen(d) 4
x—-1 Logo, lim__ 24210 0
18.
22.lim (x2+4)=5
allim (f+g)(x)=lm fx)+Llm g) =+e+0=+x x—-1
X — +0 X — +oo X —> o

Logo, lim g(x2+ 4) =lim_g(x) =-2.
bllim  (fxg)(x)=lim f@)xlim gl)=-2x3=-6 ror T8

X — —0

. 2. Sejay =",
¢ lim,_f(x) ) By
I (5)9= i g =" ()= (2]
tm. (3)=(2)
d))lCJLn_OO (f(x))z = ()lc,lin_oo f(x))z = (_2)2 =4 LOgO, lim tg (E) = l|m( - ), tg y= +00,
x—2" X yo
el lim , Vg(x) = Vlim , glx) = Voo ===
flim V) = Vim_fo) =V0=0 2.
o o allim = iy = c+3) o, x+3_6_3
x—>3 4x-12 x-3  4(x-3) x-3 4 4 2
19.
. 2_ : (x-2)(x-3)
. o —3 _ —3 _i_ b)“m M:Um =
a))lc.IL)n+ocf(x)_)lc-lg]+00x2+l_(+OO)2+1_+OO_O =2 9 9 4 x—2 (—2)(x—%)
. . 2 2
- 3_2\ (43— 2 — 40— =
lim_ gty yinm( x) (re) == =00 = oo g X3 _ 12
x—2 x_l § 3
i 2 2
b) lim M:—J&_mw ) -0 _g
soreg) o limogl) e lim X +0 o m20=3) gy
x— x—2 x—?2 x—2 x—2
lim g
“m+ M=%=?=—w dim x2-5x+6 _lim x-2)x-3) _
x>+ f(x) lim _fx) YT 23 iy (-2
= lim 23 -
20. -2 (x=2)2 0
a)}iinil(4x3+x2+5x—2)= o lim x2-5x+6 —lim (x—=2)(x-3) —lim x-3
x— - 92)2 _x—> - 2)2 _x—> -
= hx (1P + ()2 + 5% () - 2= 2 =2 2 -2 2x=2
=4+1-5-2= Limites laterais
. 2-5x+6 . -3 -1
=-10 XTOXTO E A
M hm? Ao
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lim x2-5x+6 —lim x—3:—_1=+oo
x—2 (x—2)2 x—»2x-2 O
Como lim milim )62_57)“-6 entao
=2 (x=2)2 o2 (x-2)2
x2-5x+6

nao existe lim
x—2 (x— 2)2

x-1)x2+x+1)

flim [(xs 1) l}x} = lim

—-x-1)
= lim1 (x2-x-1)=-3
25.
1
, X T x? _ X _g_
a)yino +1 _)Elinox(2x+1) =i, 2x+l_l_O
2

. 1 1\ . .
b)xl'—>mr3+(;_?>_x“—>mo+ 2 0

26.

allim_f(x)=lim (*-x)=-8+2=-6

bllm fl)=lim (*-3x+1)=

= lim [x4(1-§+i4>]=+oo><(1—0+0)=+oo
X — +0 X X

dlm fix)=lim @3-x)=lim xx2-1)=

x— = x> X ——0
= —00 X (+00) = —00

d) liLn0+ flx) = liLn0+ x*-3x+1)=1
Uy 1 =i, (-2)=0

Como lim, f(x) = lim__ f(x), entdo ndo existe lim_f(x).
x—0 x—0 x—0

21.
g2 .
a) lim = lim I = =-3
X —> +o -X X — +® i—l —1
X
7 1
2-—+—=
. 2x2-Tx+1 . x X 2
b) lim = lim =£=9
X — - - X — - 1_i
2
x+—+i
o i x+5x+1:“m x ¥ _
x——» —x2 x——» 3 1
5-
-0 +0+0
= = o0
0-1
. o 1 1
d’,&@mﬁ_ —ilgnm 1 —+w_0—0
2
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28.

4x
alli x2+1 _ 8x5+4x_
xILn—OO )C2 _xILn—OC 4+_)Cz h
4 +1
8x+i3
= lim T -
X ——» 1+i 1
X2
1\ X
b)yrﬁn%<3x+ Xx>_x—>°c3x2+x_
—lim — -1
x — o 3+l 3
X
. e X+
c)yinm [x2+ x(x+2)]—£|£>n+w x2+1 B

x-3 \/)_c+\/§>=

, x-3

Bim, 7 I (ViovE < Vievs
=lim (k=3)(Va+ V3 =lim (Vx+V3)=
x—3 x-3 x—3

=V3+V3=2V3

30.
alim (V2x+3-Vx-1)=

X — +%0

=+00(V2-1) =+

( 3x+2 )

/x(z ). /x(l_i)
—_ l' x x —_
_xIT+x 3x+2 -

b) Lim

X — +x©

Vix 2+§—\/)_c -2
X

X

g 3x+2

19



%(3\/;+

Vi

)

/ 3 1
2+——  [1-=
+x X B \/5—1
2 T 400+ 0
3Vx +
RV
2x-1 . 2x-1
> lim =
X<+ X — +0 2
x2<1+—2>
X
x(Z—l)
2x-1 X

2-1 2-0
X —
=lim = =2
X — +0 ) 1
1+=
2
d) lim 2x2— 1 lim 21 =
X — - X2+ X — %
2 2
X <l+—2)
X
x<2-l>
— X
—lim — 2L _\im
X ——» | 2 X — - )
|x| 1+? -X 1+;
, 1
=tim | - o )--20,
pal L 5 1
1+=
2
. 2x-1
e) lim -
xore V2 42+ Va2 +1
. 2x-1
=lim =
X —> +o0 2 1
\/x2<1+? + x2<1+;>
. 2x-1
=xl.lm+oo =
x| /l+%+|x| 1+é
= lim -1 =
x\/l+%+x\/l+%
x(2—l)
X
=lim =
X —> +o

120

x2-9 x—3\ x2-9 x-3

Clim S

53 (2-9)Vx-3

=lim x-3

v53  (x=3)(x+3)Vx-3

o1 1

I x+3) Vi3 T ex0r

_ 5x-5 , 5x-5 x2-1
g’i‘ﬁ‘l Vi2-1 =}|Lnl< V2ol C V-1 ):

(5x-5) Vx2-1

=xllg]l ¥2-1 -
e B VEIL
U TR T
. 5Vx?-1 5x0
sim T T 70
. xZ+ 3x
h) lim =
=0 V3x+2-Vx+2
y x% + 3x V3x+2+Vx+2\
_x@o(\/3x+2—\/x+2x\/3x+2+\/x+2)_

(x2+3x)(V3x+ 2+ Vx+2)

=lim

¥=0 x+2-x-2

—lim x(x+3)(V3x+2+Vx+2) _
x—0 2

—lim (r+3)(V3x+2+Vx+2) _
x—0 2

_3x(V2+V2)

. =3V2

" w2 -2 u x2—2x x+Vix B
leino x_\/; _xILnO( x—\/)_c x x+\/)_c )_

(62 = 2x) (x + \/)_c)

=£ILT10 x2—x -
—lim x(x—2)(x+\/)_c) _
x—0 x(x=1)

i = 2EEVY)
x—0 x—-1
:‘231‘0:0

31

atim 8 23

x—3" x=3 x—>3+x—3_

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



bl tim,_ =2/

X2 2—x

Limites laterais

. lx—2| x-2
)EILnT’ 2—-x _)|E—>2 2—x =-1
lim_ lx—2I - —x+2 -1
x—2 —-x x-2 2-x
Como tim_ X221 im ) lx—2| , entdo nao existe
X520 2—x x—>2 2-
lim lx—2|
=2 2—x
c) Li 4+ Ixl
x—0 X
Limites laterais
. 4+ |x| 4
ime = =g =+
. 4+|xl 4
lim 7= o
x>0  x 0
Como lim 4+ Il * lim 74+—|x|, entdo nao existe
x—0* X x—0 X
. 4+ x]
lim .
x—0 X
2 _ 2 _
W tim (F=10x Va2 \ L (xe=10) Il _
x—0 X x| x—0 X IxI

=lim (x-10+1)=0-9=-9
x—0

e lim IxI-3_0-3__1
x=»09-x2  9-0 3
. Ix|-3 . x—3

fll =1 =

)xlins 9 —x2 R (3-x)(3 +x)

—lim 2 -1
x—=0 3+x 6

32,

a) |.|m |5X_ 2xz| = lim _5X+ 2x2 —
x—+o B+ 3 (f) x—+e Hy+3
—lim (5+2x)x _

X — 40 <5+_)x
X
o S+2x -5+
_ymm 5+§ 510 +00
X

bx-2%?=0 & x(5-2%)=0 & x=0 v x=—

/o 3\

Calculos auxiliares

5x-2x? se 5x-2x2>0
 |5x - 2x2| =
-5x+2x2 se 5x-2x2<0

5x—2x2 se OSxS%

-5x +2x? se x<0vx>g
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b olimy ——2 = i, |2¢ 11
S V2a2-5x+2 2% V(2x-1)(x-2)
. 12x - 1| ~
=lim1 =

x—)? x_2
20-11\ /5=
=lim1 1 =
X‘)T x_2
n-1

33.
. V-2
A, fo=lm, % =
=lim V=2 X7\/;+2 =
“tm (S Ve )
U x—4 i D S
T o a(Var2) s Va2
1
==
. L 8-84 264
by lim _ f(x) =lim e =lm s T
6
l X =
=lim =—=-
X =% 1_§+% 1
X X

(x — 4)(x2 + 4x + 16)
(x = 4)?

o im, 1o =fim,.

Ly 41648
x4 X =4 0

Calculo auxiliar

Logo, x% - 64 = (x — 4)(x2 + 4x + 16).

121




_ x=2
. 19 =tim,.
L V-2 Viy+2 B
_xlm4+( x—4 X \/)_C+2 )
x—4 1
=lim =lim 1

P4 (- 4)(Vx+2) x4 Vi+2 4

Como lim _f(x) = lim , f(x), entdo nao existe
x> 4 x> 4

lim f(x).

x—4

Unidade 3 - Continuidade de funcdes
Péaginas 42 a 47
34,

ala & Dse )l(irﬂa f(x) = b, logo a funcéo f tem limite
guando x — a.
!.rirﬂa g(x) = b = g(a), logo a fungdo g tem limite
guando x — a.
iig]a h(x) = b # h(a), logo a fungao h nao tem limite
guando x — a.
iima_ ix)=b=c= )&i@a+ i(x), logo a fungdo i ndo tem
limite quando x — a.
iimaj(x) =b = j(a), logo a funcdo j tem limite quan-
dox —a.
lim k(x)=+w=b= iigww k(x), logo a fungdo k ndo

x—a

tem limite quando x — a.

b)a & Dy, logo ndo faz sentido falar de continuidade
de fema.
lima glx) = b= g(a), logo a funcdo g é continua em a.
X —>
A fungéo h nao tem limite quando x — a, logo ndo
é continua em a.
A fungdo i ndo tem limite quando x — a, logo ndo é
continua em a.
lim j(x) = b=j(a), logo a funcdo j é continua em a.
x—>0a

A funcéo k ndo tem limite quando x — g, logo ndo
é continua em a.

35. Para que f seja continua em x = 1 terd que se veri-
ficar lim1 fx) = f(1).
x—

N e (=) _
CAR L sl L s

=lim (x-1)=-2
x—1

Assim, bk=-2 < k:—%.

12

36.
a)iin%_ fx) =iirﬁng_ (4-x)=1
lim_ flx) =lim_, (x-2) =1
f(3)=1
Como iims_ flx) =£i213+ fx) = f(3) =1, entdo f é con-
tinuaemx=3.

b) liLnil_ glx) = lirﬁnﬁl_ x2+3)=4

- i 1
E'E‘f g(x) _inn—f x+5 4
Como lim _g(x) # lim _, g(x), entdo g ndo tem limi-
x—-1 x—-1

te quando x — -1, logo g ndo é continua em x = -1.

3l
. o x2-x+5 . (x-1)x-5) _
a)ilmlf(x)_ilml x-1 _ilml x-1
=lim1(x—5)=—4

Como liT1 f(x) = f(1) = -4, entdo f é continua em
x=1

. i X X
bl lim,.. g) = lim, x| My =t

; —lim = —im =
LITO_Q(X)—}ITD_ x| yrjo-—x 1

Como Lim0+ glx) # limo_ g(x), entdo nao existe
x— x—
“Lno g(x), logo g ndo é continuaem x =0.

x3-8

Alim, he) =lim, s -
iy x-8 3+V2u+5 \
‘x'%( 3-V2r+5 © 3+V2c+5 )‘

—lim (-2)(?+2x+4)

x—2 9-2x-5

e (x-2)(x*+2x+4)
_)yin? 4—2x B
0 (x—2)(x? + 2x + 4) _
tim,. 2x-2)

2
=lim w:_g
x—2" -2

Calculo auxiliar

1 0 0 -8
2 4 8

|12 4 [o

Logo, x® -8 = (x—2)(x2 + 2x + 4).

2

lim_ h(x)=lm_I|x-31=1

x—2 x—2

Como lim__h(x) # lim__h(x), entdo n&o existe
x—2 x—2

ligﬂ2 h(x), logo h ndo é continua em x = 2.
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38.

. T 1_1_

a) i@o* flx) = i@o* i +o0
. e L1
i'E‘o—f(x)‘i'L“o—x‘ o

Como lim0+ flx) = limof f(x), entdo ndo existe
X —> X —

limO f(x), logo f ndo é continua em x =0.

X —

i, 9t = i, =0

g(0)=-1

Como lim0 g(x) = g(0), entdo g ndo é continua em
x=0. T

bl tim (Fx g)(x) =Lim_ ( Xx) -1

(Fxg)(0)=-1x(-1)=1

Como “To (fxg)x)=(fxg)0)=1entdo fx g é
continuaemx =0.

39. Por exemplo, f(x) = — 1 é uma funcdo racional
X

+1
continua em R.

40.

a) No intervalo ]1, +o[ a fungo é continua, por se tra-
tar de uma funcéao polinomial.
No intervalo ]-o, 1[ a fungéo é continua, por se tra-
tar de uma fungao afim.
im , f(x) =lim  (x?+2x-3)=1+2-3=0
x—1 x—1

im fx)=lm (-2x+2)=-2+2=0
x—1 x—1

f1)=1?-2x1+3=0

Como lign1+ flx) = limlf fx) = f(1) = 0, entao f é con-
tihuaemx=1.
Logo, f é continua em IR.

b) No intervalo ], O[ a fung&o é continua, por se tra-

tar do quociente de duas fungdes continuas: uma
gue é a composta da fungao raiz quadrada com uma
funcéo polinomial e outra que é uma funcéo afim,
gue nao se anula no intervalo considerado.
No intervalo ]0, +[ a fungdo é continua, por se
tratar do quociente de duas fungdes continuas,
ambas polinomiais, cujo denominador nao se anula
no intervalo considerado.

\/+2 _
im_ g(x)=lim —2*— =lim =21
x—0 x—0 X x—>0 x
. L Px xpetl)
}Iinm gx) —}”;nw B +32+ 2 _}—>0+ (2 +3x+1) N

—lim XLl
x—0" x2+3x+1
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Como lim_g(x) # lim__ g(x), entdo ndo existe
x—0 x—0

limO g(x) , logo g ndo é continua em x = 0.

x—

Logo, g é continua em IR\ {0].

41, Nos intervalos ], O[ e ]0, +[ a funcéo é conti-
nua, por se tratar do produto de duas fungdes con-
tinuas: uma que é uma funcao trigonométrica e
outra que é a composta de uma fungao trigonomeé-
trica com uma fungao racional.
f(0)=0

Uma vez que lim0 (senx) =0 e que -1 < sen 1 <1,
X — X
V x € R, entdo lim_f(x) =lim (sen x sen l) =0.
x—0 x—0 X

Como lim (sen x sen l) =f(0) =0, entdo f é conti-
x—0 X
nuaemux=_0.

Logo, f é continua em IR.

42. No intervalo ]-o, 2[ a funcdo h é continua, por se
tratar de uma funcgdo quadratica.
No intervalo |5, +[ a fungdo h é continua, por se
tratar de uma funcao constante.
Uma extensdo de h a R que seja continua pode
ser, por exemplo, da forma:

x2—4x+3 se x<2
hix)={mx+b se 2<x<5
10 se x>5

Assim, lim_hy(x) = hy(2) =1 e lim_hy(x) = hy(5) = 10.
x—2 x—5

Logo, os pontos A(2, -1) e B(5, 10) tém de perten-
cer ao grafico de y = mx + b.
_h(B)-h(2) _10+1 _11

5-2 3 3

Logo,y=1—31x+b.

Como A pertence a reta:

11 25

1="2%2 =-2

3 X2+b < b 3
Logo y=1L _ 25
90y =" "

x2—4x+3 se x<?2
Assim, h;(x) = 1—;x—2—§ se 2<x<5b.

10 se x>5

43. No intervalo ]-, O[ a funcéo é continua, por se

tratar de uma funcao constante.
No intervalo ]0, 4[ a funcdo é continua, por se tra-
tar do quociente entre fungdes continuas: uma é a
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diferenca entre a funcao raiz quadrada e uma fun-
cao constante, a outra é uma funcao afim, que
nao se anula no intervalo considerado.
No intervalo ]4, +o[ a funcdo é continua, por se
tratar de uma funcéo constante.
Para que f seja continua em x = 0 terd que se veri-
ficar im_ f(x) = f(0).

x—0

f0)=a

o Vx-2 1

i@of()_ymo -4 2
. 1
A ,a==.
ssim, a )

Para que f seja continua em x = 4 terd que se veri-
ficar lim4 f(x) = f(4).
x—

fl4)=b
lim, fx) =Lim, \fi‘f -
-t V-2 Vx+2 3
_xILnlr( x—4 x \/)_c+2 >_
x—4 1 1

:l_. :I_' —_— = —
xIL>n4 (x—4)(\/)_c+2) x|—>m4 x+2 4

, 1
A yb==—.
ssim 4

Unidade 4 - Assintotas ao gréfico de uma fungéo
Péginas 48 a 62

44. Uma vez que a reta de equagdo x = 2 é uma
assintota ao grafico de f, que f é positiva em todo
o seu dominio e que D; = |-, 2[, tem-se que

tim, 1=
L -1
0go, l|m2 m Q—O

A opcdo correta é a (C).

45.

a) D,= R\ (-3, 3]
A funcdo g é continua em IR \ {-3, 3}, pois é o quo-
ciente entre duas fungdes continuas (ambas poli-
nomiais).
Apenas as retas de equacgdes x = -3 e x = 3 séo
candidatas a assintotas verticais ao grafico de g.
lim _g(x) =lim 20-x-12_1_
x—-3 x—-37 x2—9 0"
A reta de equagdo x = -3 é uma assintota vertical
ao grafico de g.

14

lim_gte) =lim_ 222712 _ iy 26°-2=6)
13 13 -9 x—>3  x?-9
i 26-3+2) . 26+2) 10 _5
x=3 (x=3)x+3) -3 x+3 6 3
fmy o= im, 2EGEE =l 2
Av-3)@+2) . 26c+2) 10 _5

= l‘ = = =
)c|£>n3Jr x=3)(x+3) x-3" x+3 6 3

A reta de equagdo x = 3 ndo é uma assintota verti-
cal ao grafico de g.

b) D, =R\ {-1, 1}
A fungdo h é continua em R \ {-1, 1}, pois € o quo-
ciente entre duas fungdes continuas (ambas poli-
nomiais).
Apenas as retas de equacgdes x = -1 e x = 1 séo
candidatas a assintotas verticais ao grafico de h.
tm, i) =i 77 =+
A reta de equagdo x = -1 é uma assintota vertical
ao grafico de h.

= 400

lim,_ h(x) = lim 1
x—1

X
o1 1-x2 F
A reta de equacdo x = 1 é uma assintota vertical ao
grafico de h.

¢)D;=R
A funcdo i é continua em IR, pois é o quociente
entre duas funcdes continuas (ambas polinomiais).
Logo, ndo ha assintotas verticais ao gréafico de .

46. Como a reta de equacdo y = x — 1 é uma assintota
ao gréafico de f e Dy= IR, entédo
m (fx)-x-1)=0 o lim (fx)-x+1)=0.
X — +o X — +w

A opcao correta é a (B).

4]. Como a reta de equacdo y = 2 é uma assintota ao
graficode fe Df= IR*, entao lim+ flx) =
X — %o

1
Logo, l|m —_— ==
90D f( ) 2
A opcao correta é a (D).
48.
aD;=R\ {2}

Assintotas verticais

A funcgao f é continua em IR \ {2}, por se tratar de
uma funcéo racional.

S6 a reta de equacdo x = 2 é candidata a assintota
vertical ao gréfico de f.
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A reta de equacao x = 2 é uma assintota vertical ao
grafico de f.

Assintotas horizontais

5.1
) e -1 . x _3-0_
fim,, e =lim S5 =lim 7 =175 =3
X
-1 3-1 3-0
im  f(x) =lm =lim = =3

x — —0 x>0 x—2 x—-» 1_2 1-0

X
A reta de equagdo y = 3 é uma assintota horizontal
ao grafico de f.

b Dgle\{—%]

Assintotas verticais

A funcdo g é continua em IR\ {— %} por se tratar
de uma fungao racional.

S0 a reta de equacgédo x = —% é candidata a assinto-

ta vertical ao grafico de g.

lim/ 1\ gkx)=lmy 1\ 1 =—1=—oo
X (—7> x— (73) 2x+1 O
A reta de equacdo x = - %é uma assintota vertical
ao grafico de g.
Assintotas horizontais
- TV B I
)Elgnmg(x) _)'2[>n+oo x+1 4o 0
- TR S
)EILn—oo gtx) _)lélin—oo 2x+1  —o 0

A reta de equagdo y = 0 é uma assintota horizontal
ao gréfico de g.

1
D,=R\!{=
C) h \{2}
Assintotas verticais

A fungdo h é continua em R \{%] por se tratar de
uma funcao racional.
S0 a reta de equagdo x = % é candidata a assintota

vertical ao gréfico de h.

lim/ 1\ h(x)=Llim/ 1\ axt3_5__,
x—)(?) x> (3) -1 O
A reta de equagdo x = % é uma assintota vertical

ao grafico de h.
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Assintotas horizontais

3
. . 4x+3 . 4+; 4+0
U L T R
X
4 t3 4+ 440
im hi)=lm - iim = P9
x =0 x—>-o x— x4 2-0
X

A reta de equagdo y = 2 é uma assintota horizontal
ao grafico de h.

49.0,= R\ [-4]

Assintotas verticais

A funcgao j é continua em IR \ {-4}, por se tratar do
quociente entre duas fungdes continuas.

S0 a reta de equacgdo x = -4 é candidata a assinto-
ta vertical ao grafico de .

lim je)=tim (2=31_11_
x—)—lfjx x—>-4 x+4 op

A reta de equacdo x = —4 é uma assintota vertical
ao grafico de .

Assintotas horizontais

%3] . %-3_
)Elinwcj(x)_}linm x+ _)El—wm x+4
,.3
= lim 2 -2

X — +w 1+_
X

A reta de equacgdo y = 2 é uma assintota horizon-
tal ao gréfico de j.

im je) =tim 23y 223
X —>—0 P x—o—== x+4
_2+§
=lim =2
T A
X

A reta de equagdo y = -2 é uma assintota horizon-
tal ao grafico de j.

50. Uma vez que Dy = IR* e que a reta de equagao

y=2x+ 4 é uma assintota ao grafico de g, tem-se

gue lim gk) =2eque lim+ (g(x) - 2x) = 4.
x— +o

X — +%© X

Logo, lim [M X (g(x) = Zx)} =

X —+® X
=lim M><lim (gx) —2x) =2x 4 =8.
x—+e X X =+

A opcao correta é a (C).
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51.
al D;=R\[-2]

Assintotas verticais

A funcédo f é continua em IR \ {-2}, por se tratar de
uma funcéao racional.

S6 areta de equacdo x = -2 é candidata a assintota
vertical ao grafico de f.

. o X+6 _ . 3x+2) _

tim , flx) = tim . (x+2)2 =lm . x+2)2

=lim 3 _3.
x—-2 x+2 0

A reta de equagdo x = -2 é uma assintota vertical
ao gréfico de f.

Assintotas nao verticais
o) _ ey St0_

:ll -
m x[>n+oo X x%+°°x(x+2)2
3,6
i BBy 0
X — +®© x3+4)€2+4x X+ :|_+i+i 1
X .x2
o 346 _
b_}lg’]ﬂc f(x) _,ymﬂc (x+2)2 a
3,6
—lim 3x+06 —lm #_9_0
LU 14404 10
X .x2

A reta de equagdo y = 0 é uma assintota horizontal
ao graficode f.

Quando x — —x, 0s calculos sdo idénticos e obtém-
-se a mesma reta.

b D, = R

Assintotas verticais

A funcéo g é continua em IR, por se tratar de uma
funcao racional.

Logo, o seu grafico ndo admite assintotas verticais.

Assintotas n3o verticais

3
m=tim Ly 2t
x—+0 X X — +%© x3+x
1
2+
. 22
=lim 71=—=2
X =+ 1+_ l
2
. L 203+ x _
b—}@m [9(x) — 2x] —£|LT1+%( 21 —2x> =
Clm 2= X
X +® x2+]_ X — +® x2+1
_1
X
=lm ——71 =Q=0
X — +o 1+—= 1
2

A reta de equacdo y = 2x é uma assintota obliqua
ao gréfico de g.
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Quando x — -0, 0s céalculos s&o idénticos e obtém-
-se a mesma reta.

C) Dh = |R \ {_1, l]

Assintotas verticais

A funcdo h é continua em IR\ {-1, 1}, por se tratar
de uma funcéo racional.

As retas de equagdes x = -1 e x = 1 sdo candidatas
a assintotas verticais ao grafico de h.

im A =lim 248 _1_ .

x—-1" x—>-1" x2_l o*

A reta de equacdo x = -1 é uma assintota vertical
ao grafico de h.

. s W2+4x+3 9
B . L

A reta de equagdo x = 1 é uma assintota vertical ao
grafico de h.

Assintotas n3do verticais

2
m = lim M:[im M:
X—+o X X =+ xs—x
2,4, 3
x xz X 0
=lim 1 = =0
X — +oe 1__
)C2
3 22+ 4+ 3
b —}Iﬂﬁm htx) = »lc'@m -1
2+i+é
X x? 2
=lim 1 ===2
X = 4w 1-—=
x2

A reta de equagdo y = 2 é uma assintota horizontal
ao grafico de h.

Quando x — —», 0s calculos s&o idénticos e obtém-
-se a mesma reta.

4 D,= R \{-3]

Assintotas verticais

A funcdo j é continua em IR \ {-3}, por se tratar de
uma funcéao racional.

S0 a reta de equagdo x = -3 é candidata a assintota
vertical ao grafico de j.

lim _jt)=tim 2+3_2L_
x—>—3‘j ¥x—>-3 x+3 0

A reta de equacdo x = -3 é uma assintota vertical
ao grafico de .

Assintotas nao verticais

; 2
m=lim -, 23
x—ote X x—+w x2+ 3x
3
e
—lim ———g— =%=2
X —> +% 1+§ 1
X
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B ' L 2x2+3
b—)lc-lglw [](x)—ZX] _l'lgn+w( x+3 _Zx)

Cim 22 +3-2x*-6x iy B3
_x—>+oc x+3 _x—>+oc x+3 N
_6+§
=i 7)(? = — = —
_l.ILn+x 1+§ 1 6
X

A reta de equacgdo y = 2x — 6 é uma assintota obli-
qua ao gréafico de j.
Quando x — —», os calculos sdo idénticos e obtém-
-se a mesma reta.

e)DpZ{xEIR:9x2+5x20 Ax+1=0}=

_ G_oc, _g] U0, +oo[) \[-1)

Calculo auxiliar

92 +5r=0 « x(9x+5)=0 < x=0 v x=— 5

\_ /.

_i
9

Assintotas verticais

A funcdo p é continua em D, por se tratar do quo-
ciente entre duas funcdes continuas.

S6 areta de equacdo x = -1 é candidata a assintota
vertical ao grafico de p.

. VOx?+5x
lim pk)=lm —————=

x—-1 x—-1" x+1
2
= —= -0
o
A reta de equacgdo x = -1 é uma assintota vertical
ao gréfico de p.

Assintotas ndo verticais

_ p( ) _ VOx?+5x  _
=lim = lim S e
X — +0 x— +oo +x
/19+—) l. 9+
=lim =lim — X _
X —> 400 x2+ X — 40 x2+x
X /9+§ 9+§
. X . X
=lim —A——— =lm ————— =
X > +00 x(x+1) x>+ x+1
+00
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x =t X =+ x+1
(942 il 9+
. v X _
)EILTLOC x+1 _)&Iinﬂc x+1 B
5
X /9+§ 9+;
=lim ———>— =lim =

A reta de equagdo y = 3 é uma assintota horizontal
ao grafico de p.

p_(x):“m \/9x? + 5x

m=Llim 7 =
x—-© X X — - xXc+x
hj9+§) el 9+
=lim Y = lim X =
X — - x2+x X — - x2+x
-x /9+§ - 9+§
=lim ———*— —|im -
X x(x+1) X0 x+1
-3
= :O
ERe)

V 9x? + 5x

b=lm pkx)=lim ———F— =

x —> x— =% x+1
[x2 9+—? |x| 9+E
=lim =lim - x _
X — - x+1 x— -0 x+1
5
X 9+§ - 9+;
= lim 7 =lim LI -
X —> - 4 X —> - + =
x<1+x> X
-3
:—:—3
1

A reta de equacgdo y = -3 é uma assintota horizon-
tal ao gréfico de p.

1D, =R

A funcao r é continua em IR, por se tratar da com-
posta da fungéo raiz quadrada com uma fungao
polinomial.

Logo, o seu grafico nao admite assintotas verticais.

Assintotas nao verticais

rix) . Vi4x2+1

m=lm —=lm ——F— =
x—>+o X X —>+%o X
1
\NT4+*> Il J4+3
\ X \ X
=lm ————=lim ———= =
X — +oo X X — +%0 X
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=lim

X —> +©

x /4+—
4+—=
X —> +%©

—= =lim
b=lim [rx)-2x]=lim (Vé4x2+1-2x)=

X — +ox X —> +%
4x2 +1 + 2x
—lu 7.1 A =
i T 20 S
. 4x? +1-4x2 . 1
=im a1+ I Va2 1420
o0

A reta de equacdo y = 2x é uma assintota obliqua
ao graficoder.

o rx) Viax2+1
m=lm —=lm ———— =
x>0 X X — - X
/ 1 /
x2(4+—> x| 4+l
. X . X
=lm ———=lm —W———— =
X == X X —-%© X
—x /4+l 1
=lim —Y—* —lim |- /4+=]|=-2
X — -0 X X — -0 X

b= lm [r(x)+2x]=lm (V4x2+1+2x)=

X —>—% X —>—»

V4x?2+1-2x
= 1 2 —_——— =
[i'i“%(”‘*x LX) X N Do, ]
i 4x? + 1 — 4x? 0 1 B
=gm, Viax2 +1 -2 M Va2 +1-2¢ T
+00

A reta de equagdo y = -2x é uma assintota obliqua
ao graficoder.

gl D, =R\ {5}

Assintotas verticais

A funcao s é continua em IR \ {5}, por se tratar do
quociente de fungdes continuas.

S0 a reta de equacdo x = 5 é candidata a assintota

vertical ao gréfico de s.
2-3 22

. . X
R U T

A reta de equacdo x = 5 é uma assintota vertical ao
grafico de s.

Assintotas n3o verticais

m=tm S8 g 28y, X8
x—+e  x x—>+°°x|5 x| x>0 x(_5+x)
l 2_3 l 7)(_1_1
T By ame 1-5 T1T
X
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(stx)-x)=1i

im x2-3 )=
x—+e | [5—x]
2 -

Stim (23— Srovoat
x—o+o |\ H+x X — 4o x-5
5-3 i
. - . x _
:JEILnJroo x-5 —}ILY\M 1_§ _T_S
X

A reta de equacdo y = x + 5 é uma assintota obli-
gua ao grafico de s.

()_l x2-3 —li x2-3

:[. =
e T s TS 5oy
=lim -3 =lim - 1o
x——0 —x245x x—- _1+§ -1
X

2_
b=lim (st)+x)=lim (23 4+y)=
X — - x—- \ |5-x|

. x2-3 . x? -3 +5r—x?
=lim +x|=lm —————=
xo=\ b-x x> 5-x
3 Sy 5
_ X
:l. :l. = — :—5
xILn—OC -X xILn—OC _1 +§ —1
X

A reta de equacdo y = -x — 5 é uma assintota obli-
qua ao grafico de s.

52. Uma vez que lim ) g(x) = —o, entdo a reta de equa-
X — -

53.

¢do x =-1 é uma assintota vertical ao grafico de g.

A funcao g é continua no seu dominio, que é ], -1],
logo ndo ha outras assintotas ao grafico de g.

i 9-2x 1 .9k 1 1
L T N

S 1 Llim 9k _ 1

x—>-0 X
< lim M=4
xX—>-% X
Por outro lado:
limm Gx)-mMx+1)=3 & liLn% (gx)=mx) +1=3
o lim (gx)-mx)=2,meR
x— 0

Logo, a reta de equacdo y = 4x + 2 é uma assinto-
ta obliqua ao gréfico de g.

Di=R\{c}

Uma vez que f é continua em IR \ {c} e que a reta
de equagdo x = 1 é uma assintota vertical ao grafi-
code f,vemquec=1.

A reta de equacdo y = -2 é uma assintota horizon-
tal ao gréfico de f, logo a =-2.
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b
x-1

Tem-se entdo que f(x) =-2 +

Como o ponto A(-1, O) pertence ao grafico de f,

vem que:
f-1)=0 & —2+_1_1=0
b_
= —2—2—0
b—_
& 5~ 2
o b=-4

Assim,a=-2,b=-4ec=1

Aprende Fazendo
Péginas 68 a 85

1. A funcdo f é impar, uma vez que o seu grafico é
simétrico em relacdo a origem do referencial.
A reta de equacdo y = 0 é uma assintota horizontal
ao grafico de f quando x — —», logo i@ . flx) =

Como se pode observar no gréfico de f, a funcdo f é
estritamente decrescente em IR*.
Por observacao do gréfico de f, ligwof f(x) = =0, logo
é falso que lim_ f(x) = +o,

x—0

A opcao correta é a (D).

2';&@2- flx) = +o0
lim_ f(x) =2 = f(2)
)Eiin_w flx)=-2e lim f(x) =+, logo
im0 =tim_fl).

A opcao correta é a (D).

3. A afirmacéo (A) é falsa. Para a funcéo f ser conti-
nua emx =@, sendo a € Dy, tem-se

lim i) = im _ f(x) = i@,

A afirmacéo (B) é falsa. Se a & Dy, a fungéo f pode
ter limite no ponto de abcissa a e ndo é continua
nesse ponto.

A afirmacao (C) é falsa. Se a & Dy, mas
lim _flx) =lim _ f(x), entao existe lim f(x).
x—a x—a x—a

A afirmacédo (D) é verdadeira. Se f é continua em
x =a, entdo limaf flx) = lima+ flx) = f(a). Em particular,

lim f(x) = fla).

A opcao correta é a (D).

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

4.D={x ER:x+1=0}=R\[-1]

_x-1_, 3
= 1 72 T
D'=R\ (2]

Calculo auxiliar
2x-1 [x+1
-2x-2 2
-3

A opgao correta é a (D).

5. Em todas as opgdes encontram-se representadas
fungdes continuas em IR \ {2}, tais que limT flx) =-3,
X —
lim_, flx) =-<elim f{x)=-1
x—2 X — -
Apenas na funcdo cuja representacdo grafica é a
da opcéo (C) se tem que lim+ [f(x) —x] =1, ou seja,
X — +oo
que a reta de equagdo y = x + 1 é uma assintota ao
grafico de f quando x — +oo,

A opcéao correta é a (C).

6. Se g(x) = x, entao:

lim_ (fxg)x )—limO (Vx¥+xxx)=0
X —>
1
Se g(x) =—-, entao:
. . Va3 +x
}Lno* (fxg)(x)—i@wT -
_lim [
_x~>0+ X4
. x(x2+1)
_£ILnU+ x4 h
—lim x2+1:
x— 0" x3
1
= O+ = 400
Se glx) =/~ ento:
egx) = Vs , entao:
lim_( Clim, YOI [
xlg][T’ fxg)(X)_xlin[f’ \/)_C _xlg][T’ X B

=lim_, Vx2+1=V0+1=1
Se g(x) \/_entao
) =lim_ (Vi +xx V) =0

A opgao correta é a (C).

llm L(fxg)x

i fl) = lim =5 g L
7.£|Ln5,f(X)—}'L“57 (5—x)* QAT G-x° 0

A opcao correta é a (B).
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8. B.lim f(x,) =~ < iimr f(x) = —=. Logo, lim x, = 1".

im 2 -2 _ 1
aim, g o Sex,=1+ o entdo lim x, = 1%,
A opcao correta é a (B). -1
x 2 Sex,= , entdo lim x, = 2.
b) lm ——=—=+w
*57 h(x) O 1
A opcao correta € a (D). Sex,= ,entao limx, =1".

c)lim (g xh)(x) =-1x (-0) =+
o Se xn=2+%, entao lim x, = 2.

Liinz (h ) A opgao correta é a (C).
= — A\ /1_
lim _ (gxh)lx) = =1 (oe) = =0 Wlim fo)=lim — 2=
X ——% X —-® X—X
G\y="_
U (h>(") o o(1_ 1 11
| 2 x) o MyEey
A opcao correta é a (B). :i@_x Y — 2 :i@_m 1+ =
9.0 grafico de g é a imagem do gréafico de f pela ~ 11 1 1
translacao de vetor (3, 0). Logo: — lim \ X iim 2 x
lim2 flx) = l‘im5 gx)=1 x>  —x(-1+x) v —1+x
A opcao correta é a (B). = _OTO =0
10. lim u, =lim (~n2-n) == Logo, lim f(x) € R.
Logo, lim h(u,) =lim h(x) =-2. 2.7_
’ RS lim_ f(x) = lim - 2—+223%
x— 1" x—1* x2—l
, . 1 _
limv,=lim|{-=-1) =-1 1
n 2 (x——>(x—1)
Logo, lim h(v,) =lim __ h(x) = —o=. =lim 2 =lim 2ol _1_ f(1)
I x—1* (x-1L(x+1) x—1" x+1 2
A opcao correta é a (C).
Vi-x _

1. Para que a funcdo f tenha limite no ponto de abcis-

sa 3 tera que se verificar limg_ flx) = lim3+ fx). ) < V1-x V1-x )
X = X = - X =

=lim
im_ f(x) = lim ke k\_, Kk_k o1\ x-x2 V1-x
N o 31 /_2 22 lim 1-x
_ 3x—x x—)l( x(l—x)\/l—x >_

lim_, f(x) = Llim
x—= x— 3" x—3 1 1

l ( V3x-x V3x +x ) _L'Lnl< xV1-x )_E o
= lim = -

o £ o Logo, lim__f{x) # f(1) e lim _f(x) # lim lim__ f(x).

3x — x2 x—1 x—o1 x—1*

:yiny (x=3)(V3x+x) - A opcao correta é a (B).

. _x(x_3) . —-X ] _ )
=lim,, x-3)(V3x+x) im,. "3y sx - 15. A afirmacéo (A) é falsa. Contraexemplo:
_83__1 1 se x=0

° 2 foo =1 *
ASSim,KZ—leZ—L 1sex=0

2 2

A opgio correta é a (B). A afirmacéo (B) é verdadeira. Por exemplo:

1
1 1 14y-9 T se x+0
12')&@-2*( 2—4+x+2)=i”l‘_z+ 24 flx) =
1sex=0
-1+x _ -3
=lim = 400

o2t x2—4 0
A opcdo correta é a (A).
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A afirmacéo (C) é falsa. Contraexemplo:

1 se x=0
X
flx) =
1sex=0
A afirmacao (D) é falsa. Contraexemplo: f(x) = %
xc+1

A opcao correta é a (B).

16.Df={xE|R:a+bx¢0}=|R\{_§}

A reta de equacgdo y = -1 é uma assintota horizon-

tal ao gréfico de f, logo % =-1 o b=-2.

Uma vez que a reta de equacgdo x = 1 é uma assin-
tota vertical ao grafico de f, vem que:

—£=1 (:)2 =1 o a=2
a a

A opcao correta é a (A).

1.0;,=R\{-a}

Assintotas verticais

A funcéo f é continua em IR \ {-a}, por se tratar de
uma funcdo racional.

S0 a reta de equacdo x = —a é candidata a assinto-
ta vertical ao grafico de f.

2_2 _
im  fo)=lim 2=y Eawra)
x— -0 x—=>-a x+a X ——q x+a

lim (x-a)=-2a

x—-a

Quando x — —a*, os calculos sao idénticos e obtém-
-se 0 mesmo valor.

A reta de equacdo x = —a ndo é uma assintota ver-
tical ao grafico de f.

Assintotas horizontais

o
. . ox2-g? x
im f(x) =lim =lim ———FG5— =+
X —> +o© x—o>te x+d  x—ote 42
X
I
. . x2-a?2 X
lim  f(x) = lim =lm ——pGF =
X — —%© x—=>-° x+q X — —® 1+—=

X
O gréfico de f ndo tem assintotas horizontais.
A opcao correta é a (D).

18.Como lim g(x) =-4e lim+ g(x) = 2, entdo as
x — +o©

X > —©

retas de equagdes y = -4 e y = 2 sdo assintotas
horizontais ao gréfico de g. Logo, o grafico de g
ndo tem assintotas obliquas, j& que tem duas
assintotas horizontais.

Nao ha dados suficientes para concluir que o grafi-
co de g ndo tem assintotas verticais; o gréfico de g
pode ter assintotas verticais.

A opcao correta é a (D).
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19. A afirmaco (A) é falsa. Contraexemplo:

1
floe) =21
A afirmacao (B) é falsa. Contraexemplo:
1
fle) =27
A afirmacao (C) é falsa. Contraexemplo:
x2+1
flx) =
X
A afirmacao (D) é verdadeira. Por exemplo:
fr) ==
x2+1
A opgao correta é a (D).
3
) 3 - ad? x 0
Bom=lim e =, v MM Ta L, T
X
-_4a
2

Quando x — —», 0s cdlculos s&o idénticos e obtém-
-se 0 mesmo valor.

Para que a assintota obliqua ao grafico de f seja
paralela a bissetriz dos quadrantes impares:

m=1¢& _%:1 S a=-2

A opcao correta é a (B).

21. O gréfico de f é uma reta a que pertencem os pon-
tos de coordenadas (2, 0) e (0, -2).
Logo, f(x) = mx - 2.
_0+2

m—2_O 1

Assim, f(x) =x - 2.
xX2-5%+6

a)g(x) = ) =
=x2—5x+6 _

x-2
_(x=2)x-3) _

x-2

=x-3,Vxe R\ {2}

glx) <0 © x-3<0 < x<3, peloqueafungédog
¢ negativa no intervalo |-, 3 e é positiva no inter-
valo |3, +col.

D'g=R\{-1},jaque2-3=-1
A opcéao correta é a (C).

bl gx)=0 & x-3=0 AxED; & x=3
Logo, a fungdo g tem um unico zero.
A opgao correta é a (D).

¢)lim_, g(x) = lim_, g(x) = -1, logo o gréfico da fungéo
x—2 x—2

g ndo tem assintotas verticais.
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Como limm glx)=lim (x-3)=+xe

X — +%0

lim g(x)=lm (x—3)=—x, o grafico da fungdo g

x —-% x —-®

nao tem assintotas horizontais.
A opcao correta é a (D).

a) lim f(u,,) =+, logo lim u,=1".

4n+a a
=1+-——,

4n 4n

limu, =1 tem que se ter a < 0.

Ora, u,= Assim, para que

A opcao correta é a (A).
b1 ¢ D

lim -~ =—==0

1
x->1" flx)  —o
1

,yinr flx) oo
. X
Logo,)&@1 ) 0

A opcao correta é a (B).

¢) O gréfico de ! é simétrico do gréfico de f em rela-
cao a bissetriz dos quadrantes impares.

Logo, se as assintotas ao gréafico de f sdo as retas
de equacdes x=1 e y = -2, entdo as assintotas ao
gréfico de f L sdo as retas de equagdes x=-2ey=1.

O grafico da fungdo h é a imagem do grafico da
fungao f por uma reflexao de eixo Oy.

Assim, como o grafico da fungdo f tem uma assinto-
ta vertical de equagao x = 0, entdo o grafico da fun-
¢do h tem uma assintota vertical de equagdo x = 0.
Por outro lado, o contradominio da fungdo h é
igual ao contradominio da fungao f.

A opcao correta é a (D).

25. Sabe-se que limof f(x) = +o, logo a reta de equa-
x =
cdo x = 0 é uma assintota vertical ao grafico de f,
e que lim+ f(x) =1, logo a reta de equacdoy=1¢
X — +w

uma assintota horizontal ao grafico de f.
O grafico de g é a imagem do gréafico de f pela
translacao de vetor (-2, 1) seguida da reflexdo em
relacdo ao eixo Ox.
Assim, as retas de equacdes x = -2 e y = -2 s&o

assintotas ao grafico de g.
A opcao correta é a (C).

26. Como lim (flx) - 2x + 1) = 0, entéo a reta de

equacdo y = 2x — 1 é uma assintota ao grafico de f.
Uma vez que g(x) = f(Ixl), entdo as retas de equa-
¢des y = 2x - 1 e y = -2x — 1 sdo assintotas ao gra-

A opcao correta é a (C). fico de g.
O gréfico de f admite uma Unica assintota vertical.
23. Se essa assintota se situar & esquerda do eixo Oy,

entdo o grafico de g ndo admite assintotas verti-
cais. Se essa assintota se situar a direita do eixo
Oy, entdo o gréfico de g admite duas assintotas
verticais, simétricas em relacdo a Oy. Se a assin-
tota vertical ao grafico de f for a reta de equacéo

a) A assintota obliqua ao gréfico de f contém os pon-
tos de coordenadas (-3, 0) e (0, -3), pelo que a sua
equacdo éy =-x-3.

Assim, &II;h . (fx) - (=x-3))=0

= iigq_w (fx) +x+3)=0. x = 0, entdo o gréfico de g admite também a reta
A opcéo correta é a (C). de equagdo x = 0 como assintota vertical.
Assim, o grafico da fungdo g tem no minimo duas
. x iy 1 1 3 assintotas.
b’i‘ﬂ”-x (% - 1) =lim ) 1= 1 1=-2 A opcdo correta é a (B).
X
A reta de equagdo y = -2 é uma assintota horizon- 2.

tal ao gréfico de f.

A opcdo correta é a (D). a) Dy=1R\ {4]
D'i=]-»1]U]2, 5]

24. O gréafico da funcdo g é a imagem do gréfico da b)) im  f(x) = 0
funcéo f pela translagao de vetor (1, -3). x—o-l
Assim, como o grafico da funcdo f tem uma assinto-
ta vertical de equagao x = 0, entdo o grafico da fun- i) im  f(x) =

~ , . ~ X ——%

¢do g tem uma a’ssmtojca vertical de equaga~o x=1 W) Um  f) =5
Por outro lado, é possivel obter uma funcao f nas x— 4
condicdes do enunciado e cujo contradominio seja ¢ f(1)=1
]-1, +oo[, pelo que também é possivel que a fungéo lim_ f(x) =2
g tenha contradominio ]—4, +oo[. =l

ii) }ignl+ flx)=2
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Como f(1) # lim1+ f(x), entdo ndo existe limite no

ponto de abcissa 1.

4¢ Dy
lim,_ f(x)=5
tm 4 =3

Como 4 & Dfe lim  f(x) = lim _f(x), entdo existe
x> 4 x4
limite no ponto de abcissa 4.
_1\n

d) Por exemplo, x, =1+ %
28.
a)lim_ f(x)=2

x—2

b iy [f(c)]2 = (-20)2 = +20

dim =1 -0
—00

v fla)
dlim V) = V-1=-1
aim -2 _

x>0 Xx 0-

29,
a)lim _h(x)=lim _ (x-x3%=0
x—1 x—1
lim_, h(x) = lim_, (x? +2x) =3
x—1 x—1
Como lim _h(x) # lim_, h(x), entdo nao existe
x— 1 x—1
)EITl h(x).
b) Como “Tr h(x) = h(1) = 0, entdo h é continua a
esquerda do ponto de abcissa 1.
¢) Como n3o existe liT1 h(x), entdo h é descontinua
emx=1.
0sex<l1
d) Por exemplo, g(x) =
-3sex>1

dlm h()=lim (x-x) = lim [ﬁ(%—l)]:

X —> - X — -0 X — -0

=00 X (-1) = 400

30.

2 _
Af)=0 o 2 -N*t2

2 O

XT—X

o 2%2-5x+2=0 A x2-x=0

<:>x=5i— VZ5_16 A x(x=1)=%0
@x=5i3 Ax#0 Ax=l

= <x=2vx=%) AxEO0 A x=1
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= x=2vx=l

2
- 1
Os zeros de f sao ) e 2.
2% —o0 0 % 1 2 +o0
2x2-5x+2 | + +|+|(0|-|-]-1]0 +
x2—-x + Ol-|-|-|0]|+1]+ +
2 _
2" -5x+2 + nd! = lol +lndl =10 +
X2-x

f é positiva em ]-o, O] U % , 1[ U ]2, +o[ e é nega-

tivaem ]O, %[ vl 2.

_ 1-x2
b gx) =0 2re 3
o 1-x2=0 A 2%2+x-3=%0
-1+5

S xk=1vx=-l) Ax=#

& (x=1vx=-1) A xi—% Ax#]L
< x=-1

Ozerodegé-1.

X —0 —% -1 1 +00
1-x? - - - 0 + 0 -
22 +x-3 + o|-|-1]-1o0 +
zle;—;‘z_?) - lna| + o |- |nd| -

. . 3 . .
g e positiva em o -1| e é negativaem

}—oo, _%[ UL 1[ UL, +e].

x+4 . 2x+17 _
22-x  4x=2

- S5
o hix)=0 N
5 x+4 +17
2x

_ + — 0
x(x-1) 2(x-1)

52x-1)-2(x + 4) +x(2x +17)
< x(2x-1) =0
10x-5-2x-8+2x2+17x
2x(2x - 1)
2x2+25x-13 _
Ax2x-1)
& 22 +25x-13=0 A 2x(2x-1) %0

_ ~25+ V625 + 104
4

g

=0

1
=0 + =
A X AX 2

x=7_25i27 Ax#0 A xil
4 2
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= (x=% v x=—13> Ax#E0 A xi%
< x=-13

O zerode h é -13.

h(x)=i— x+4 + 2x+17 _
2x  2¢-x  4x-2
2x2+25x-13 1
== VxeR\!0,=
n(2e-1) \{ 2}
x o 13 0 % oo
2x2 + 25x-13 + 0 - - - 0 +
2x(2x-1) + + + 0 - 0 +
2x2 + 25x-13
m + 0 - |nd | + |nd +

h é positiva em ]-, -13[ U ]0, l[ U ]l +oo[ e é

negativa em ]-13, O[.

d) () = g’xzf ;;z—glx:o
x@+mu D+ o
© 20-xx(x-3)(x+3)
x+1 _
© sy 0

< x+1=0 A 2(x-3)=0
S x=-1 Ax#+3
o x=-1

Ozerodeié-1.

Calculo auxiliar
3+V9-8
2

S x=1vix=2

x2-3x+2=0 & x=

Assim, x2-3x+2=(x-1)(x - 2).

x-1 x*-3x+2_ 1

I =30712" wogp apag CFERV2L2
x | ) 1 2 oo
1 + . +

3(x+2) - o | + | «+ | | + +

3(x]:|- 2) - n.d. + n.d. + n.d. +

jépositivaem]-2,1[ U]l 2[ U
va em ]-oo, =2[.

12, +eo[ e é negati-

o x2-2x _

¥ -22+x-2
x(x-2)

(x-26?+1)

flkx)=0

=0

x2+1 =0

& x=0 A x2+1%0
=
Condicao universal em IR

< x=0

O zerode kéO0.

Calculo auxiliar

. —3xx2 -1 _  x+1 1 2 1 -2
= = ,VxeR\{-3,0,1,
ix) = 72 X o 23 \{-3,0,1,3} ) > o )
X -0 -3 -1 0 1 3 +o ‘ 1 1 \_O
c+1 o ool sl el e lelals] + Assim, x3 - 2x2+x-2=(x-2)(x2 + 1).
26-3) | - [-|-|-|-|-|-|-|-|of + 29
x+1 k) = 3_22+x-2 x?+1 VX ER\2
+ |nd|+|[0]| - |nd| - |nd| - |nd| +
2(x-3)
X —0 0 2 +o0
i é positiva em ]-o, =3[ U ]-3, -1[ U ]3, +>[ e é 0
x - + + +
negativaem ]-1,0[ u ]0,1[ U]1, 3[.
1 2 3049 x2+1 + + + + +
e)j(x)=0 i S )
W =0 & 39y T e _ o | + | na N
(x—1)(x-2)?
A 3062 - 4)(x - 1)(x - 2) =0 k é positiva em ]0, 2[ U ]2, +e°[ e é negativa em
x=2 J=o= 0L
TR T TR
31

= S 0, que é uma equagao impos-
, 3(x+2)
sivel.

A funcdo j ndo tem zeros.

134

al lim a, = lim 2L = {im (1+l>=1+
n n

lim g(ap) =lim_, g(x) =2
x—1

AS‘\ Expoente”« Dossié do Professor



lim b,, = lim 2=% = lim (1—l)=1
n n

limg(b,) =lim gx) =4

x—>1

b) Como lim g(a,) = 2 e lim g(b,) = 4, entdo ndo é ver-
dade que para toda a sucessao (x,) de elementos
de Dy, convergente para 1, g(x,) tende para o
mesmo limite. Logo, ndo existe lim1 g(x).

¢) Por exemplo, ¢, =2 + %

32. Seja f a funcao real de varidvel real definida por
f(x) =x2 -1 e (x,) uma sucessdo qualquer de ter-
mos pertencentes a Dy = IR tal que x, — 2.

Entao:

lim f(x,) = lim (x>~ 1) =
=limx2-1=
=(limx,)?2-1=
=22_1=
=3

Conclui-se assim que lim2 (x2-1)=3.
X —>

2.
a)f(un)=f<—l+n—12>=2—<—1+n—12)=3_n_lz

! 1, 2l n-1

.

f(vn)=f(—1—;)=1+ L

lim f(u,) = lim (3 —n—12> _3

A =tim 211 (2 122
lim f(v,) = lim =~ l|m<3 3n) :

b) Como lim f(u,) =3 e lim f(v,) = % entdo ndo é ver-

dade que para toda a sucessao (x,) de elementos
de Dy, convergente para -1, f(x,) tende para o
mesmo limite. Logo, ndo existe lim ) f(x).

X — -

¢) Seja f a funcdo real de variavel real definida por
fx) =2 - x e (x,) uma sucessao qualquer de termos
pertencentes a ]-1, +o[ tal que x, — 0.

Entao:

lim f(x,) =lm (2-x,) =
=2-limx,=
=2-0=
=2

Conclui-se assim que li_)mo (2-x) =2, ou seja,
lim_ f(x)=2.
x—0
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34. Como lim__ f(x) = lim__ f(x) = —», entdo a reta de
x— 1 x—1

equacdo x = 1 é uma assintota vertical ao grafico
de f.

Uma vez que lim4o fix)=3e limm fx) = -2, entdo

as retas de equacdes y = 3 e y =-2 sdo assintotas

horizontais ao grafico de f.
Um possivel gréafico de f é:

y
- 1 H S
F E

T

o\1/2 g
""""""'_'2 """""""""""""""

35.

a) liLnT flx) = liLnT (8-x%=8-23=0

- T B O R R |
ianTf(x)—ianT(x 1)_2 1= 2

Como lim__f{x) # lim_, f(x), entdo n&o existe
x—2 x—2

im, flx).

lm gl =lim_(2-3)=22-3=1
lim g()=lim **L_2+1_3
x—2" x—>2" x 2 2

Como lim__g(x) # lim__ g(x), entdo n&o existe
x—2 x—2

t, gt
8-x3+x2-3 se x<?2
b) (f+ g)(x) = =
1_1+x+1 sex>2
X x
5-x3+x2 se x<?2
l—1+1+— se x>2
X x
5-x3+x% se x<2
2Se x>2
X
dlim (f+g)(x)=lim_ (5-x3+x%)=5-23+22=1
x—2 x—2

lim . (f+g)() = lim | % = % =1=(f+9)(2)
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Como lim__(f+g)lx) =lim__ (f+g)(x) =
entao eX|ste l[)n2 (f+9)(x).
36.
allim (x* + x2) = 400 + (+o0) = 40
. ¥ -Be+1\3_/1-5+1\3_ _.
MFEH( -4 ) "( 1-4 )‘1 =1
c) liLn_x (=x5+3x2—1) = +o0 + (+o0) = 1 = 400

%) x — +o0

dlm (x*+3x?-1) = lim <x5<—l+———
X — 0 (00—

= o0 (1) ===

elim  (Vx+1+Vx)=+w+ (+x) =+

X — +®

ﬂiignm (Vx+x2+ \/)_c)mf -
(Vx+x2-x) x (Vx+x2+x)

=lim

X — +oo \/x+x2+x
. x+x?-x?
_yg}m Vx+x2+x ~
=lim 2 =
X =+ 1
\/xz(—+1>+x
X
=lim - -
X — t 1
xl./[=+1+x
X
=lim+ - X -
X l+1+x
x
=lim+ X =
x(\/l+1+l>
X
. X 1
=lim ———==
X — 4% 1 2
[=+1+1
X
g) lim 2 __2_..
-2 o
h) lim X =i=+oc

r>4 16-x2 0O

Mlim _Voitx _,

X — +% X
x2<a+l>
X
< lim =2
X — +oo X
1
x| fa+=
& lim Y.
X —> +x X
136

(f+9)(2),

X

& lm ————————=2
X —> +oo X
< lim /a+l=2
X — +x© X
o Va=2
S a=4
38.
aAD=R\{2]
lim £=“m -1 =__1=_
r52 (=% 152t x-2)3 O
lim ﬁ:l' -1 :__1:+oo

-9t T w28 T o

Como2 & Delim . (x2—_2);4 # lim _ (x2:2§4, entéo

existe y@z -2
b)D=R\ {1}

. 2_ x_l — . z_x_l _ _
xl'inl+<x |1-x|) x'inr(x x-1> lim, 6*-1)=0
. 2_ .x_l — . z_x_]. — . 2 —
}'Tr( |1_x|) }'Tr( 1_x> lim =+ 1) =2
. 2 x_l . 2 x_l
Comol€&D eyinr( |1_x|>¢}'2“1< |1_x|>,

entdo ndo existe lim, [x2— =1
x—1 [1-x]

39.
a) lim x—l = lim _x+l
2 -20-3 (0550 (x+ 1))

—lm L+ --1
x—-1x-3 4

Calculo auxiliar

2+V4+12
- 2 oF

Assim, x2-2x-3=(x+1)(x-3).

-2%x-3=0 & x= =-1vx=3

, B-1 5
i, (35 )

=lim —_—V ] =
x — +0 x3(%_1> X
X
1
1__
. 2 5
=lim 3 = =-1-0=-1
X — +% __1 X
x2
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&) lim X2 = 2x — fim X2 _
x-2 x3-6x2+12x-8 (%)x—ﬂ (x—2)3
= |m X :—2:
x—2 (x—2)2 o*
Calculo auxiliar
1 -6 12 -8
2 2 -8 8
‘ 1 -4 4 |o
Assim:
W-6x?+12x-8=(x-2)(x? - bx + 4) =
=(x-2)(x-2)%=
=(x-2)?
oB-1 k-1 +x+1)
dlim ——5 = lim _1)2 =

x—1" (x—]_)2 (%)x—)l’

Calculo auxiliar

1 ‘

Assim, x3-1=(x-1)(x2+x +1).

. 2 xB-1) . »-1
e)i'inm(l_x“x—ﬁ)_l 0+lim_ =3 :
x3<l—%> 1—%
=1+Llim =1+ lim =
X — +® 3i_1 X — +®© i_l
X2 X2
=1-1=0
x2(1-i)
. Vx(x-4) X _
filim ——————— = lim =
X = - x—4 (g)x%—w x—4

4
. N x
—ilgﬁ_w l—i =-]1
X
. x+3)(2x+5)(3x-7) _
glim 23 +x2+1 (E)
gy B®+18°-320-105
-, 23 +x2+1 -

AS‘\ Expoente"« Dossié do Professor

oo+ 12-2.19)

l X X X
X — +x© 32+l+i
"( xR
19 32 105
6+—-2 =2
-t x  x2 x3 _§_3
R S
x X

. Vx+2-2
h) lim ————

x—2 2-x (E)

Vx+2+2 ):

—lim Vx+2-2 «
X2 2-x Vx+2+2
x+2-4
=lim =
152 (2-x)(Vx+2+2)
x—-2
=lim =
52 (2-x)(Vx+2+2)
_l 1

:l_' - ==
o2 Vx+2+2 4

Dlim —o—~ = lim —— =
X —-% 2 C:)x—)—oc . 4( 2)
X :|_+—4
X
. 2x ) 2x
=lim ———— =lim =
o 4 2 A 4 2
[1+— 1+~
|x] 7 7
= lim 2 =2
X — -
d1,2
X
Plim (x-2%) = (jm ErZoddx
.., W2 +2 =) x40 2 +2 a
Clm X
x4 X242
. 3x _
—l|m+m 72—
s x2<1+_2>
X
= lim 3 =3 .
+

x — +% x(l %) +0
X
. 1/ 1 1 _
K im, (;<x+l ’ x—1)> 0%

. (l x—l+x+l)
x—0

x  (+1)(x-1)

=lim o x
x=0 x(x+1)(x-1)
=lim #2—2

x=0 (x+1)(x-1)
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40.

allim  (2x%+3x - 1) = +00 + (+00) = 400

X — +%©

b) Lim (4x2 - 3x) = 400 — (—oo) = 40

dlm_(4x-30) = lim (3(4-%))=
x ——% (0=0) x ——0 x

=—0X 4 =—x

x<2_1)
d)'.lm Zx_é = lim 7);’:
x—+o 5y + <m)x—>+w x<5+_>

X

T,
=i _—
m 5

w| = |

. 3x2+5x-1
e) i L
X —-® x+1 (:)xefoc x<2+_>
X
3x+5—l
X
=lim 1 - »
X — 0 24 = 2
X
x2<3+§_i>
f) lim 3¢+ -1 = lim x
o B3 4 42 D\ ¥ s+
x—+o 3+ x2—4 (;) —+ x3(5+l_ig>
X X
3+§_i
. x X 3
=i, T 4\ 4w 0
X — +0 5 = __T
(5+253)
1
+5 -
glim  — - X
X — % 3 (D)x%+oo3x+15
- X
<ﬁ ) 4
X X
=lim =lim 15 7%
X — t® <3+_> X =t 3+_
X X
i 1 2 _
bl tim (2x+1 x (x —7x+1))(0;w)
—lim -Ix+1
Cxoe x4+l
x2(1—1+?1)
X
=lim ———F—— =
"]
X
7 1
1-—+=
. "( x x2> .
= -_— . = — = -0
am 2+1 2
X
Dim | ==+
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1
3

Mlim  — =—5_=—oo
x>l x-1 0

. 5 3\ . 5-3x+2)
k))yinZ(xz—lr x- 2)“ ) LITT -4
-3x— -7
_£|—>2 x2—4 0_‘_+oo
-5 . 5 -1) . -5 5
| = = ) Y __-
)“m 1 1-x? (%)Jlélinl (1-x(1+x) yinl 1+x 2
2046v-8 _ . 20-1)+4)
mlim, e r3 (g)ibml -D-3)
i 204 10
val x—3 —2

Calculos auxiliares

*%?2+6x-8=0 @ x?+3x-4=0
-3+ V9+16
2

S x=1vx=-4
Assim, 2x2 + 6x — 8 = (x - 1)(x + 4).
4+V16-12
2

& x=1vix=3
Assim, x2—4x + 3= (x-1)(x - 3).

o X =

*x?2-4x+3=0 & x=

n) lim —2x rt2 lim 2x-1)" =
xol B-Tx+ (%)x%l (x-1)(x2+x-6)
—tim 221 _g

1 -6
s [0

Assim, x3-7x+6 = (x-1)(x2 +x - 6).

o) lim 22 + Bx — i 2x(x+3)= M
S B ey

Limites laterais

lim 2% +6x _ 2c+3) _ 6 _
x-0 x3-4x2  1o0 x(x-4) O
i 2x2+6x:l. 2x+3) _ 6 _
0" x3—4x2  y50" x(x-4) O
C l 2+6x¢ . 2+ Bx t30 na
omo lim ~5—, 7 *lim,. 57 5 entdondo
existe llm 3 46x
2

Vi 11
")i@o 3 (E)}Iino x3\/_ =lm, 2y 0

x’—4

q)yinz Vx2-5x+6
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, : X2 -4
SR NV e
Df=[x€|R:x2—4ZO Ax2-5x+6>0}=
= (]_ocr _2] o [21 +OOD M (]—oo, 2[ U]3, +OOD =
=]-,-2] U ]3, +o[

Como 2 n&o € ponto aderente a Dy, ndo existe
2
x‘—4

)EILnZ Vx2-5x+6"

4.

a) A func@o f é continua em ]—x, 4[, por se tratar de
uma funcéao racional.

b) Para que a fungéo f seja continua em x = 4, terd de
se verificar Lim4 f(x) = f(4).
X —>

-4 K2-4
4: =
=" =%
o KRex _K-4
tim,_fl) =lim_“g="="
x=4

i x-4 V2x+1+3 1\
‘x'5‘4+( Vr+1-3 © V2x+1+3 )‘
o (x-4)(V2x+1+3)

U Z+1-9 -

i (x-4)(V2x+1+3)

it 20c-4)
V2x+1+3

=lim ——s— =
x— 4" 2

Logo

2 _

k44=3<:>k2—4=12
& k?=16

o k=4 v k=-4

Como se pede o valor de k positivo, entao k = 4.

42,

a) A funcdo f é continua em todo o seu dominio, por
se tratar de uma funcéao racional.

b) Para que a funcéo g seja continua em x = 1, tera de
se verificar lim1 glx) =g(1).
X —> 2
w2 -

. o T x
Hm, glx) = tim, flx) =lim, —57 =
Y x(x-1) _
Ry

. X 1
=lim ——————— ==

=1 ¥24+x+1 3
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Calculo auxiliar

1 0 0

Assim, x3-1=(x-1)(x2+x+1).

x2—x
-1
Assim, g(x) =

§ se x=1

se x=1

43,
alD;={x € R: 9-x2# 0} = R\(-3, 3}

Assintotas verticais

A funcéo f é continua no seu dominio, por se tratar
da soma de duas fungdes continuas (uma funcao
afim e uma funcao racional). Assim, s as retas de
equacdes x = -3 e x = 3 sdo candidatas a assinto-
tas verticais ao gréfico de f.

. T x \_o_ 3 _
lim _fx)=lim (x+5+ 9_x2>—2 ==t

A reta de equacgdo x = -3 é uma assintota vertical
ao grafico de f.

. it x O\ 3 _
tm, = tim, (15 525) =8+ = v

A reta de equacao x = 3 é uma assintota vertical ao
grafico de f.

Assintotas nao verticais

x+5+
2
m=tim 1y 97X
x—+o X X — +oo X
- lim <1+§+ 12>:1+0+0=1
x = +o0 x 9-x

b=lim_(f(x) ~x) = im (x+5+ T —x>=

X —> +®© X =+
, . 1
=5+1lim s=9+lm —g—— =5+0=5
X — +%© -X x — +o = x
X

A reta de equagdo y = x + 5 é uma assintota obli-
gua ao grafico de f quando x — +oo,

Quando x — —«, os calculos sdo idénticos e, por-
tanto, também se obtém a mesma reta.

bl D, ={x € R:x2- 40} =R\ (-2, 2]

Assintotas verticais
A funcao g é continua no seu dominio, por se tratar
de uma funcgdo racional. Assim, s as retas de
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equacgobes x = -2 e x = 2 sdo candidatas a assintotas
verticais ao grafico de g.

3 _ 5,2

im  g(x) = lim _M=

x— -2 x— -2 X2—4
L (x-2)(x2-3x-4) _
=1 =
T =2+ 2)
=lim &:_6:_00
x—-2" x+2 0

Calculo auxiliar

Assim, x3 - 5x2+ 2x + 8 = (x — 2)(x2 - 3x - 4).

A reta de equagdo x = -2 é uma assintota vertical
ao grafico de g.

lim_ g(x) = lim x3-5x2+2x+8 _
x—)Tgx x—2 x2—4

Iy (x-2)(x2-3x-4) _
LS N N

—lim x2-3x-4 :ﬁ:_g
xr—>2  x+2 4 2

U W =i ¥ -52+2x+8
w9 = 0, 24 N
Yy (x-2)(x2-3x-4) _
=1 =
xlglfr (x — 2)(x + 2)
=lim M:ﬁ:_é
x>20 x+2 4 2

A reta de equagdo x = 2 ndo é uma assintota verti-
cal ao grafico de g.

Assintotas n3o verticais

x3-5x2+2x+8
m=tim 9% {im x4 -
x—>+o  x x — +®o X
— lim x3—5x2+ 2+ 8
X —> 40 x3_4x
x3<l—§+%+%>
—lim X x* x _
X — o0 4
3 1-—
2(13)
1—§+%+§3
= lim |
X — +00 1_i
x2
L L x3-5x2+2x+8 N
b=lim (glx) —x) —yinm( 2. —x)—
. x3-5x2+2x +8-x3+ 4x
=lim > =
X =+ xX‘-4
—lim —5)62+6x+8=
X — +x© x2—4
140

xz(—S + 5 + %)

= lim AR
x — +o0 21—i
A-3)
—5+§+£2
) X x
= lim 74:—5
X — +w
1-—
x

A reta de equacdo y =x - 5 é uma assintota obliqua
ao grafico de g quando x — -+,

Quando x — -, os célculos sdo idénticos e, por-
tanto, também se obtém a mesma reta.

6) 0, ={x €R:ix-3=0}=R\[3}

Assintotas verticais

A funcdo h é continua no seu dominio, por se tratar
da soma de duas fungdes continuas (uma funcao
afim e uma funcao racional). Assim, so a reta de
equacdo x = 3 é candidata a assintota vertical ao
grafico de h.

lim _h(x) = lim (x+1—
x—3 3

X —>

3 9
= 4 —— =4

x-3 ) 0

A reta de equacdo x = 3 é uma assintota vertical ao

gréfico de h.

Assintotas nao verticais

3x

x+1- 3

e

m=tim 0 i =
x—+wo X X — +® X

— lim (1+l- 13>=1+0—0=1

X — +oo X X =
B L X\
b_yLnW(h(x)-x)—i'ﬂlx(“l x-3 x)_
1-tm siim —y=1-3=2
X = +o© x—3 x>+ 1_—

A reta de equacdoy =x-2 é uma a;fsfntota obliqua
ao grafico de h quando x — +oe,

Quando x — —x, os calculos sdo idénticos e, por-
tanto, também se obtém a mesma reta.

dD=(x€R:x=0 A x+220}=[-2,0[U]0, +o]

Assintotas verticais

A funcdo i é continua no seu dominio, por se tratar

do quociente de duas fungdes continuas. Assim, sé

a reta de equacdo x = 0 é candidata a assintota

vertical ao gréfico de .

Vx+2 V2
x 0

lim_i(x) = lim_ o
x—0 x—0

A reta de equacdo x = 0 é uma assintota vertical ao
gréfico de /.
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Assintotas nao verticais

x+2
m=tim & _{jm x

x>+ x X —> 4o x
=lim 7”""2_

x — +00 2y2
=lim x+2 x+2 =

x>+ 2x2 Vix+2
i x+2 a
_,‘clrl1-*-ao 2x2\/x+2 -

1+2
x 1

, , . Vx+2 Vx+2
b=Llim i(x)=Llm ( X >=
X — 40 X — 4% 2x \/x+2
_lim x+2 _

Caowe Vx+2

l+Z

X 1
=i Vie2 e O
A reta de equacgdo y = 0 é uma assintota horizon-
tal ao gréfico de i.

e)D;={x € R: x| #0}=IR \ {0}

Assintotas verticais

A funcdo j é continua no seu dominio, por se tratar
do quociente de duas fungdes continuas. Assim, sé
a reta de equacdo x = 0 é candidata a assintota
vertical ao gréfico de j.

lim_j(x) = lim
x—0

A reta de equacdo x = 0 é uma assintota vertical ao
gréfico de j.

Assintotas n3o verticais

x2+2
, j . x|
m=Llim u:Um =
x—+o X X — +® X
. x2+2
=lim 7 =

, X2+ 2-x2
=lim =
X — +x© X
, 2
=lim —=
x—>+»o X

A reta de equagdo y = x é uma assintota obliqua ao
grafico de j quando x — +.
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x2+2
m=tim 2y
x—o-% X x—o-® X
Slm 22
U

= lim (—1—%>=—1
X — - X

b=lim () +x) =Llim (x2+ 2 +x>:

x>0 v\ Ixl

S 222
X — -0 —X
=-lim = 2 0
xX—>-% X
A reta de equacdo y = -x é uma assintota obliqua
ao grafico de j quando x — —o.

ID=x€Rx-1#0 A x=20}=[0,1[ U]1, +[

Assintotas verticais

A funcéo k é continua no seu dominio, por se tratar
do quociente de duas fungdes continuas. Assim, sé
a reta de equacdo x = 1 é candidata a assintota
vertical ao gréfico de k.

i, KG) =tim Yx~1 _
x—>1 x—>1 x—-1

i Vi-1 Vx+1 -
_xILn1< x—-1 x \/)_c+]_ >_
l x—-1
A - D(Va+ )
=lim _l:l
-1 Vx+l 2
lim__ k{x) = lim _ \/)?—11 -
x— x— X —
i (Yxm1o Vel
_xIL)nlJr( x—-1 % \/)_C‘f'l )_
it x—-1
M o )(Va+ 1)

i L1
x—1" \/)_C +1 2
A reta de equacdo x = 1 ndo é uma assintota verti-

cal ao grafico de k.

Assintotas n3ao verticais

4




i x—-1
e k- )(Vat 1)

R SR G

T (Vatl) e
b=lim k() =lim V-l _

X — +o0 x—o4e  x—1

i Vi-1 Vx+1 -

_xILn-HC( x—l \/)_C+l )

1 _oox=1

T ko (Varl)

1
= lim -1y

X — +© x+1 +00

A reta de equacgado y = 0 é uma assintota horizontal
ao grafico de k.

m
a)DQZ[xelR:Q—x:tO}:lR\[Z}
o) =0 & 21X
2-x

< 3+x=0 A 2-x%0
o x=-3 Ax%2
< x=-3

O zerodegé-3.

3+ 5 -5
bl gl = 2—);:_1+ 2—x:_l+x—2

Calculo auxiliar
x+3 |=x+2
~x+2 -1
5

Assim,a=-5,b=-1lec=2.

¢) A reta de equacio x = 2 é uma assintota vertical ao
grafico de g e a reta de equacgdo y = -1 é uma assin-
tota horizontal ao grafico de g.

0D, =R\{-1]

e) A fungdo g ndo é impar, uma vez que Dy =R\ {2} e,
portanto, -2 € Dy mas 2 & D,.

f) O gréafico de h obtém-se do gréafico de g por uma
translacdo de vetor (-3, 1), logo as assintotas ao
grafico de h sdo as retas de equagbes x =2 -3 <
x=-ley=-1+1 < y=0.

45,
al D;=R\ (2]
D'i=R\[-4])
142

b) A reta de equagao x = 2 é uma assintota vertical ao
gréfico de f e a reta de equacdo y = -4 é uma assin-
tota horizontal ao gréfico de f.

¢) Uma vez que as retas de equagdes x =2 e y = -4
sdo assintotas ao gréfico de f, tem-se:
k
= — 4 —+
fl) == 4+——
O ponto de coordenadas (3, 0) pertence ao grafico
de f, logo:

f(3)=0 & -4+

3_2=0 S 4+k=0s k=4

4
x-2

Assim, f(x) =—4 +

d) O grafico de h obtém-se do gréfico de f através de
uma translacao de vetor (0, 2) seguida de uma
reflexao de eixo Ox dos pontos de ordenada negati-
va. Logo, D', = [0, +ool.

46.

a) Para que exista lim2 f(x) terd de se verificar

x—
t fs =i, s

i, i) =tim, 2-2)=3

1+20-6a+3 _
20-1
—4a+4 _
20-1
-4a+4=0 A 20-1%0

0

g

gt ¢ 3

1
=1 —
a /\012

s a=1

b) Para que a fungéo f seja continua, tera de se verifi-
car lim2 flx) =3=1(2).
x—

x2-1 se x<?2

Assim, h(x) =<3 se x=2.
1+x se x>2
o
()
x(—+a
X
¢) lim =lim =
x—+o gx — X — +»
=)
X
E——
Yy a =9_1,vaeR\[0]
_,‘clr—T>-]+oo G—l _a_ ! a
X
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Logo, qualquer elemento desta familia de fungdes
tem uma assintota horizontal de equagdo y = 1.

4].

a) f(0) = % = 0, ou seja, o grafico de f interseta o eixo
das ordenadas no ponto de coordenadas (G, 0).

x—x2

fx) =0 2

o x-x2=0 A x+2=0

=0

S x(l-x)=0 A x#-2
S (x=0vx=1) Ax=-2
S x=0vx=1

Os pontos de coordenadas (0, 0) e (1 ,0) sdo os
pontos de intersegdo do gréafico de f com o eixo das
abcissas.
x—x2
b fix) <1 & )
x—x2
x+2
x-x-x-2
x+2 <
~2-9
S o 0
X242
x+2
¥+2
=

x+2

<1

-1<0

0

<0

>0

Comox2+2>0,Vx€EIR, entdo

K+2

>0 < x+2>0
x+2

& x>-2

Logo, o conjunto-solucdo da inequagdo € ]-2, +ol.

Calculo auxiliar

x+2

-x+3

X2+ x
X2+ 2x
3x
-3x-6
-6

Assim,a=-1,b=3,c=-6ed=-2.

d) As assintotas ao gréfico de f sdo as retas de equa-
coesx=-2ey=-x+3.
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48,
a)

ftx)

i lim+ = ¢ o declive da reta que passa nos pontos
x> +o X

de coordenadas (-2, 0) e (0, -1).

Entao:
; fx) _ 0+1
I_ S = =
i x 2220
__1
2
i) im __ [f(x)] = 0] =+
x—-1
I 1
iii) Lim (f(x) +—x> =-1, uma vez que
X ——© 2

lim (f(x) + % x) é a ordenada na origem da reta
X = -

gue passa no ponto de coordenadas (0, -1).
b)
i

v

ii) g é continua em IR, uma vez que
lim_gfx) =Llim_ g(x) =g(0)=0.
x—0 x—0

iii) As assintotas ao grafico de g sdo as retas de equa-

Qf)esy=—%x—ley=%x—l.

il tim (g(x) - (—%x - 1)) -0

& lim gl - lim_ (—%x—l)ZO

X — +»

< lim gx) =lm (—lx—l)

X — 4o x>+ 2

& lim,_ g ==
49, lim_oo (flx) + x) = 0, logo a reta de equagdo y =—x é
L?na assintota ao gréfico de f quando x — —.
iiTZ f(x) = +0, logo a reta de equagdo x = 2 é uma
assintota vertical ao grafico de f.
limm (fx) =x + 1) = 0, logo a reta de equacao
;Z x— 1 é uma assintota ao grafico de f quando

X —> +00,
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Assim, um possivel grafico de f é:

A

v

50.
1 6
V :]_ _— =
AVl =1+ t+1 (t+1)2
(t+1)2+t+1-6
(t+1)2
2+2t+1+t-5
(t+1)2
_t2+3t-4
(t+1)2

302+3x30-4 986

312 961
30 dias apds o inicio da campanha, o volume de
vendas didrias foi de 1026 u.m., aproximadamente.

b) V(30) =

=1,026

t2+3t-4
< —_— <
Vi) <l T 12
t2+3t-4
———-1<
trpr 0
P+3t-4-12-2t-1 <0
(t+1)2 -
t-5
<
@ e =0
Como (t+1)2>0,V t € R\ {-1}, entdo:
t-5
< —_ <
(t+1)2_0@t 5<0
& t<h

O volume de vendas nao ultrapassou as 1000 uni-
dades nos primeiros 5 dias.

. e t2+3t-4
d }@Mc Vit = }ILHM (t+1? a
2+3t-4 _

I 242t +1
tz <1+_3__i>

! t 2

t—+o t2 l+_2_+_1
t

l+—3——i

. t t? 1
=lim 7 1 ===1

t— +oe 1+__+_
t

Com o decorrer do tempo, o volume de vendas
tende a estabilizar nas 1000 unidades.
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51.
x2-%-4
alglx) ==—"7—

)Dy={xER: 2x—l¢0}=|R\{%}

A funcdo g é continua em IR \{%} por se tratar de

uma funcgao racional.

W gkx) _ . x2-3x-4
“)m_)lzlranﬂo X _x“L)nJroc N2 —x -
xz(l—é—iz)
. X X
=l|m+oc 1
P x2<2——)
X
1-3_4
= lim x ¥ 2
X — +w 2_l 2
X
L 1\ . X2-3x-4 1\
b —ygnm (g(x) 5 x) —yinm <—2x—1 ) x) =
. 22 -Bx-8-2x%+x
=lim =
X+ 2(2x-1)
—lim 8.
x40 4x -2
5.8
i X 5
_XILn+OC 4_2 B 4
X

A reta de equacdo y =%x - % € uma assintota obli-

gua ao grafico de g quando x — -+,
Quando x — —x, os calculos sdo idénticos e, por-
tanto, também se obtém a mesma reta.

b)DfZ{xE|R:2x—a¢0}=|R\{%}, coma € R.

Logo, nenhum elemento da familia tem dominio IR.

¢) O gréfico de f ndo admite assintotas verticais se o
numerador e o denominador admitirem zeros
comuns.

x-3x-4=0 @xzw
<:>x=315
2

S x=4vx=-1
Se 4 for um zero do denominador:
2x4-0=0 < 0=8
Se -1 for um zero do denominador:

2%x(-1)-a=0 © a=-2
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Assim, se a = 8 ou a = -2, o gréfico de f ndo admite
assintotas verticais.

52. Se o gréfico de f admite uma assintota de equacao

y=2x+b, entdo lim Mzz.
xX—>+x X
Assim:
o fl) . ax® + 3% +8x
ilinﬂc X =2 C)LILTLM 3 + 4x =2
x5<a+—+%>
& lim * Y) =9
X =+ 4
x° 3+—4>
X
8
a+—+—4
& lm al 4" =2
X — 3+_4
X
a
_:2
<3
< a=6
5 4
Logo, flx) = Bx° + 3x* + 8x

Wt + 4
b= liLT]+Do (flx) —2x) =

. 6x° + 3x* + 8x
-t (P )
—lim 6x° + 3x* + 8x — 6x° - 8x _
x— +® 3x*+ 4
4
:xlinmo 3x4+ 4 -
3x*

=lim —————=
"

. 3 _3_
_XlILn+w 3+i _3_1
X

53.
AD,=[x €ER:x3-x2+220] =R\ [-1]

Calculos auxiliares

1 -1 0 2
-1 -1 2 -2

[ o2 2 [0

cx83-x24+2=(x+1)(x2-2x+2)

x2-2x+2=0 & x= Hzﬂ , que é uma equagao
impossivel em IR.
-
Bg)=0 & ———=0
Fglx) -2 +2

o X -x2=0 A X3-x2+2=0
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o X2(x2-1)=0 A x*-1

& (W?=0v x2-1=0) A x=-1

& x=0vx=1lvx=-1) Ax#-1
< x=0vx=1

A afirmacao é falsa, uma vez que a fungdo g admi-
te dois zeros.

4_
Aot =25 -
x2(x2-1) _
G+ D)E2-2x+2)
Xx-1)(x+1)
G+ D)E2-2x+2)
o xx-1)
o xX2-%+2
_ x3 - x? -
—x72_2x+2,VxelR\{l}

d) Assintotas verticais

13— 52
x2=2x+2'
x*-2x+2#0,Vx€R,a fungdo g é continua em
IR \ {-1}, logo o seu gréafico ndao admite assintotas
verticais.

Uma vez que g(x) = vV x € R\{-1} e que

Assintotas nao verticais

=lim =
X =+ x3<1—2+%)
X X
L1
Li . 1
=1lm (A A =
X — +o© 1—24‘%
X X

b=lm (gx)-x)=

x = +o0
= lim ﬂ—x =
x40\ x2— 20+ 2
R i Sl i A

=lim 22+ 2 -

Clim X 2x
x4 X2 +2

{3

=lim =
X =+ x2(1_2+£>

X x2
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A reta de equagdo y = x + 1 é uma assintota obli-
qua ao grafico de g quando x — -+,

Quando x — -, os célculos sdo idénticos e, por-
tanto, também se obtém a mesma reta.

54.

a) A primeira torneira enche o recipiente em 8 horas,

logo ao fim de 1 hora o recipiente esta % cheio.

A segunda torneira enche o recipiente em 4 horas,

logo ao fim de 1 hora o recipiente estd % cheio.

A terceira torneira enche o recipiente em t horas,

logo ao fim de 1 hora o recipiente esta % cheio.

Se as trés torneiras funcionarem simultaneamen-
te, ao fim de 1 hora o recipiente estara

1 1 1 3t+8 ,
=44 = =20 ohejo,
8 4t 8 O
Assim:
1 hora __ hhoras
3t+8 recipiente 1 recipiente
8t
8t
Logo, h(t) = 3+ 8 ,t>0.
_ 8t 3_
bhit)=15 < 3+ 8 2—0
16t-9t-24 _
6t + 16
Tt-24
© Bt+16 0
& 1t-24=0 A 6t+16=0
= t=274 A t¢—16—6
24
L ,t=—n
0go, t 7
55.
a) lim -4l _ lim e S
x4 x2-16 (%)x—ﬂr (x—4)(x + 4)
“lim -1
x—=4 x+4 8
x—-4 sex>24
lx— 4] =

x+t4 se x<4

b i Vx+4-2 B
My Vi+9-3 (%)

146

it Vx+4-2 Vx+4+2 Vx+9+3 B
‘X'L”o( Vi+9-3 “Vxv42 vx+9+3)-

(x+4-4)(Vx+9+3)

=i T 9-9)(Vat 4+2)

i XVx*9+3)

T x(Va+d+2)

iy Vxt8+3 8 _3

"M Vita+2 T4 2

. Ix| o -

My 3T 3l g it a——
=lim =1
x>0 —x

Calculos auxiliares

xsex20
[x] =

-x se x<0

x+3 se x>2-3

lx+ 3| =
—~x—-3 se x<-3

56.

)l. L_l - _

alm vi-1 _yILnl y-1
=lim (y—l)(]/+1):
y—-1 y-1
=lim (p+1)=2
y—l

Mudanga de variavel
y="Vr, logo x =)2.
Sex—1entdoy— 1.

. x-8 3-8
b)ilins V-2 _yllinzy—z_

=lim (Y‘Q)(VQ+2J/+4) —
y—2 y—2

=lim2 02+ 2y+4)=b4+4+4=12
y—

Mudanga de variavel
y= \3/;, logo x =3,

Sex —8,entdoy — 2.

Calculos auxiliares
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flx) =1 _

-0t X o

Logo, a reta de equagdo x = 0 é uma assintota ver-
tical ao gréafico de g.

Tem-se que:

iiinm (fx)+2x)=-1 & iimm (flx) = (-2x))+1=0
= ii:nm (for) - (2x) +1)=0
< lim  (fx) - (-2x-1))=0

X =+
Logo, a reta de equacdo y =-2x— 1 é uma assintota
obliqua ao gréfico de f.

Assim, lim ﬂx)——Z.
x—>+e X
Entao:
_n f)-1 _
tm,_ gt =i, P02~
—tim M _im 1-9_0-2
x—>+e X X =+ x

Logo, a reta de equacdo y = -2 é uma assintota
horizontal ao gréfico de g.

Unidade 5 - Derivadas de fungdes reais de variavel
real e aplicacdes

Paginas 86 a 118
54,
d(3)-d(2) _30-14 _
atmuyv. g = 3-9 1 tom/s
_d(25)-d(2) _2125-14 _
b) tm.v. ;325 = 5-2 05 tasms
_d-d2) _ 3x2+x-14 _
e tm.v.p =2 x=2
7
) 3(x 2)<X+ 3) B
= Yo 2 -
=(3x+7)m/s
Calculo auxiliar
3?+x-14=0 & x= @
oy -1+13
6
X :—% vV X= 2
BB, £ b = fib) ~fla) _ 9b-9a _ 9(b-q) _ 9, quais-

b-a b-a b-a
quer que sejam os valores de a e de b.
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56. (1) Proposicdo verdadeira
Seja f uma fungdo crescente em [a, b]. Se a < b,
entdo f(a) < f(b), ou seja, f(b) - f(a) > 0.

fb)-fla)
b-a

Logo, tm.v.g b =

(1) Proposigao falsa

Contraexemplo:

Seja f(x) = x2 Tem-se que tmwv.q, 9 > 0, mas a
funcdo ndo é crescente em [-1, 2].

ol

i B2

o) -f2) _
2(x+2)

- ) -f=2) _
xo>2x-2 +)EIT—2 x+2 -

x—>-2 (x -

_ -8
2 -2 3)
o A4=2)
=i, - 2k-3)

=lim =-4

x—2 x—3
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X —> x—3
T x+1-2
=lim =
x—3 x—-3
. Vx+1-2 Vx+1+2
:|.|m X =
x—>3( x—-3 \/x+l+2 )
i x+1-4 B
T oy (Vari+2)
1
=lim 7=l

x—3 x+1+2 4

59.
C(20)-C(2) _5-9,86

20-2 18 0%

a) tm.v. [2,20] =

Calculos auxiliares

+ C(20) =-0,005x 203 + 0,225 x 202-3x20+15=5
+C(2) =-0,005x23+0,225x22-3x2+15=9,86

A cotacgdo das agdes diminui em média 0,27 euros
por dia, no periodo indicado.

ey _ e C(t) —C(15)
b) C'(15) = tth15 t-15
Y -0,005x13+0,225xt?-3xt+15-3,75 _
=lim =
t—15 t-15
. -0,005xt3+0,225xt2-3xt+11,25 _
=lim =
t—15 t-15
. (t-15)(-0,005t% + 0,15t - 0,75)
=lim =
t—15 t-15
=lim (-0,005t%+ 0,15t - 0,75) = 0,375
t—15
Calculo auxiliar
-0,005 0,225 -3 11,25
15 -0,075 2,25 -11,25

‘ 0005 0,15

-0,75 0

b) Como f(3) = _11_6 a equacao pedida é da forma
__ L
Y=g e th
O ponto de coordenadas | 3, %) pertence a esta
reta tangente ao gréfico de f, logo:

1— —

4 16X3 b‘:’b_le

Assim, a equacéo pedida é ——Lx e
quagao p y 16 16"

¢) A equacéo pedida é da forma y = 16x + b.

O ponto de coordenadas (3, %) pertence a esta

reta, logol—18x3+b PN b__li_l
Assim, a equagao pedida é y = 16x—%
61. A bissetriz dos quadrantes impares é a reta de

equacao y = x, cujo declive é 1. Logo:

Fl4)=1 e tim [=T4) _q

x—4 x-4

A opcao correta é a (B).

—im [0 =A1) Sx+3-1
szlf(l)_)lzlinl x—1 _)lzlinl x-1
—lim 3 -3%+2 _

1 0 -3 2

Passados 15 dias, a cotagao das agoes estava a
aumentar a taxa de 0,375 euros por dia.

60. 1 1
s [0 =F3) x+1 4  _
a)f(3)_£@3 x-3 1&@3 x-3 -
—lim 4-x-1
RIS (x- 3)4(x+1)
=lim i =
x—>3 (x—-3)4(x+ 1)
=lm _1 = L
x—53 4(x+1) 16
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Como o declive da reta tangente ao gréfico de f no
ponto de abcissa 1 é 0, entdo trata-se de uma reta
horizontal.

63.
_ f)-f1) _ . f)-6
a) f(1) =lim R ;Elinl 1
Limites laterais
_ 3.6_
lim 198 _jjpy X#5-6
x—1t x-1 x—1" x—1
=lim 2l
S x-1 h
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1 0 0 -1

1 1 1 1
‘ 11 1 |o

i fW=8 _ . 3v+3-6 _

o1 x-— x—1 x—1
lim =3
=1 x-1
_im, 362D g
xr—>1" x-1

Uma vez que lim f)=6 _; 7f(x)_6:3,entéo
xo1" x-1 =1 x-1

lim {)=6

lim =" =3, ouseja, f(1)=3.

b) A fungdo f é continua no ponto de abcissa 1, uma
vez que é diferencidvel em 1, como se verificou na
alinea anterior.

64. Continuidade
lim _g(x) =lim Vixl=lim _ Vx=0
x—0 x—0 x—0
lim gx)=lm_ Vix=lm V-x=0
x—0 x—0 x—0
9(0)=0

Como lim__ g(x) =lim __g(x) = g(0), entdo a func¢éo
x—0 x—0
g é continuaem x=0.

Diferenciabilidade

g'(0) = lim leim Vil
x—0 xX— x—0 X
Limites laterais
im VB Ve o
x— 0" x x—>0" 5
=lim_ — =
x—0" xVx
ST S
o0t Vo 0f
1 AL BT e S
x—0 X x—0 X
Clm — i 1A
_xILnO’ xV—=x _x|TO’ V-x 0"
Como lim | L1 lim ld , entdo f ndo
X — X x—0 X

admite derivada em x = 0.
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_ _ 42 _
R
im 12920 i (20-1)=20
t—0 t t—0

A velocidade inicial do projétil € 20 m/s.

bhit)=0 & 20t-t2=0 < t(20-1)=0
< t=0v 20-t=0
< t=0v t=20
O projétil atinge o solo 20 segundos apds o langa-
mento.

o R(t)-h(20) . 20t-f2-0 _

h(20)—tl|£>n20 t-20 _tl—>20 t-20
=lim t(m_t)_
Tt52 t-20

=lim (-t)=-20
t— 20

No momento em que o projétil atinge o solo a velo-
cidade é -20 m/s.

o h'(t) = lim AEF2=hE)
x—0 X
i 2004 x) (£ 422 (20t =) _
x—0 X
~lim 20t + 20x — t2 — 2tx — x2 — 20t + t?
_xa[] X -
L 20x — 2tx —x2
=lim ————————=
x—0 X
=lim0 (20-2t-x)=20-2t
66.
alf(x)=x=1

bgx)=x+n)=x+1'=1+0=1
o (f+9)(x)=f)+g'x)=1+1=2

6.9'(0) = (fx) +1)'=f(x) + 1'=f(x)
Logo, a representacao grafica da funcdo derivada
da funcao g estd na figura (1l).

68.

a) (fxg)'(5) =f(5) x g(5) +f(5) x g'(5) =
=1x(5+3n)+5x1=
=5+3n+5=
=10+ 3rn

Calculos auxiliares
cflx)=x'=1
*g(x)=@x+3n)=1+0=1

b)) (fx g)'(x) = F(x) x g(x) + flx) x g'(x) =

=1x(v+3m)+xxl=

=x+3n+x=
=2x+3n
a (9~ W) -—gk)fx) _
"’(f Jo P
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Ixx—(x+3n)x1

12
_x-x-3n_ 3m

x? x?

69.
al(f+9)(2)=f(2)+g((2)=-2+1=-1
b) (5f)'(2) =5f(2) =5 x (-2) =-10

o) (fxg)(2)=F(2)xg(2) +f(2) xg'(2) =

=-2x(-3)+4x1l=
=6+4=10
IV _0-Ff2)_ -2_1
d’(f)(z) 72 @ 8
TV FRIXgR) -2 x5 _
¢ (g) 2 )
2x(B)-4x1 2
B (3P 9
1V, 0-(frg@ 1
L )o-= - -1
ﬂ<f+g>() FroP@  G-3p

8(9x9)'(2)=g'(2)xg(2) +g(2) xg'(2) =
=1x(-3)+(-3)x1=-6

' 2)(f+9)(2)-f(2)(f+9) (2
h)<#>(2)= f2)(f g()f(+)g)£((2))(f 9)'(2) _
_2x1-4x(-1)

(4-3)?

1

2

70. m = tg 60° = V/3 ¢ o declive da reta tangente ao
grafico de f que tem inclinagao 60°.

Logo:
f)=V3 o (2-x-2)=V3
o %-1=V3
_ V3+1
= X = 2

Nfx) =@x-x?2) =3x2-2x
f(1)=3-2=1
Assim, 1 =tg 6, com 0° < 6 < 180°, ou seja, 6 = 45°,
Logo, a inclinagdo da reta tangente ao grafico de f
no ponto de abcissa 1 é 45°,

72.
afx)=(x2+5x+3)=2x+5

bl g'(x) = <%x3—x+ zozo)' =%x2—l

o ) = (65 V3 = () Vi x® (V3 =

1
3x \/)_C+x X 2\/)—6
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frQ) = (i’:f )
02X (x+1)-(2x-3)x1

a (x +1)2 B
_Xx+2-2x+3_ 5

k+12  (x+1)2

13.
al (fog)(1) = flg(1) = f(4) =3x 16 -5=43
b) (fog)'(1) =f(g(1)) xg'(1) = f(4) x 2 =24 x 2= 48

Calculo auxiliar

f(x) = (3x2-5)" = 6x

14.
oy = (4233 2 ‘_192_6
a)a'(x) = 4x —gx -2x+7) =12 —gx—Q

b) b'(x)

(nxlo—%ﬂ— 23+ 9>' ~10m9-L 2062

6 ) = (222 - 3)%) = 4(2x? - 3)3(2x2 - 3)' =
=4(2x2-3)3 x 4x =
=16x(2x2-3)3

d) d'(x) = ((x* - 5x2)3(x8 - 5x°))' =

= ((x* - 5x2)3)" (x® — 5x%) + (x* — 5x2)3((x® - Bx®))' =
= 3(x* - 5x2)2(x* - 5x2)'(x® - 5x®) +

+ (x% - 5x2)3(6x° - 25x%) =
= 3(x* - 5x2)2(4x3 - 10x) (x® — 5x°) +

+ (x% - 5x2)3(6x° — 25x%)

ee() = ((2 —%ﬁ) 3 —x3)>' _
+

- (2 —%XZ)’ (3-:9 (2 ——x2>(3 ) =
= (3-x9) + (2 - % x2>(—3x2) _
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=—3x+x4—6x2+%x4=

_D 4 ga
—2x 6x* - 3x
0700=(377) -
23r+1)-(2x-5)x3 _
(3x +1)2
6x+2 Bx+15 17
(3x+1)2 C (3x+1)2

oo (3]

[ ()

2x— 2(x2 - 4) - (2x - 3)2x
3( 2 4) (2_4)2

-3 2—3\2 2x2-8-4x2+ Bx _
-4

(74P

(-2x2 + 6x - 8)
2_4)4

3(2x - 3)?
(x

=202 +3) T (2+3)=
1,1 _
T2 Va+3 X2x=
_ X

C Vx2+3

_1 3x+l>< 23x+1)-(2x-1)x 3
T2V -1 (3x +1)2
=l 3x+lX6x+2—6x+3=
2V x-1 (3x +1)?
3x+1 5

21 2(Bx+1)2
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~(x+Vx+2)
(x+Vx+2)2

- ((x . 2)§>'
2

(x+Vx+2)

1
-1 —% (x+2)2

(x+Vx+2)?
-1- 1
2Vx+2

(x+ Vx +2)2
2Vx+2-1
2V +2
T+ Var2)?2
2Vx+2-1
2Vx+ 2(x + Vi +2)2

5. f(x) = (3x?)' = 6x

)= (Yo hx2r 8
I _<1+x2) T 1+?

a) Primeiro processo

(gof)'(x)=9g'(fx) x f(x) = g'(3x%) x Bx =
8 x 3x?

TR e
1448
(9x* +1)2
Segundo processo
4 4
(@5 06 = 9l = 039 = T (3 = 7 6
4y _
9°70)=(17g7)
A1+ oY)
(1+9x%)2
___4x 36x3 _
(9x* +1)2
14453
STk 1)

b) Primeiro processo

(fog)x) =flglx) xg'(x) =
_f<1+x )X<_ (1+8j§2>2>=

=6 x 4 X |[— & )\
1+x2 (1+x2)2

_ 19
(x2 + ]_)3
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Segundo processo b) (fxg)'(-1) =f(1) xg(-1) + f(-1) x g'(-1) =
(fog)lx (

-1
1+x ) =6 x2+VBx3=

2
< ) = \_/26 +3V6 =
48
RS 2+18
==V =
48 Y
rea = (g1 - _16V6 _ 8V6
6 3
_ 48X 2(?+1)x2x _ ' ' 5
(x? + 1) c)(fog)(—1)=f(g(—1))><g(—1)=f(2)><3=§><3=2

_ 19
o (2+1)3 18.

a) £ (x) = (4x%)" = 12x2
F(-V2)=12x2=24

¢) Primeiro processo

(Fo ) () = £ (Flx)) X f'(x) = f(3x?) x Bx =

=B x3x2x Bx = A equacdo reduzida da reta tangente ao grafico da
=108x3 funcdo f no ponto de abcissa -V 2 é da forma
y=24x+b.
Segundo processo O ponto de coordenadas
(fo Alx) = f(f(x)) = f(3x?) = 3 x (3x%)? = 3 x Gx* = 27x* (-V2, f(-V2)) = (-V2, -8V2) pertence a esta
(fof)(x) = (27x%) = 4 x 27x3 = 108x3 reta, logo:

8V2=24x(-V2)+b o b=16V2
Assim, a equacao pedida é y = 24x + 16V2.

Xx+1V_ dx-(+1)x4 _bdr-be—4 -1
1. £l = <4x) (4x)2 162 42

h'(x) = (x2-3x)' =2x-3

a (foh)(2) = f(h(2)) = f(2*-3x2) = f(-2) =

b) A bissetriz dos quadrantes impares é a reta de
equacao y = x, cujo declive é 1.
=% Como a reta r € paralela a bissetriz dos quadrantes
impares, entdo o seu declive é também 1.
Logo, a equacado reduzida da reta r é do tipo y = x + b.

2+1
4x(-2)

b) (fo h)'(2) = f(h(2)) x h'(2) = f(-2) x (2x 2 - 3) =

1 f(x)=l<:>12xz=l<:>x2=%
Gx (227 .
-1 IR
V3 V3
) (fo h)'(x) = F(h(x)) x h'(x) = f (x> - 3x) x (2x - 3) Sx= g vVas-—
-1
- 4(x2-3x)2 x(2x=3)= As abcissas dos pontos do gréfico de f em que a
3-9y reta tangente é paralela a bissetriz dos quadrantes
T G- 32 fmpares sao \f e—%.
1
Mf()=(Va?+5)=((?+5) " | = ,(%): 1i83
_1
=l(x2+5) 7 x2x= f_\/§ =_\/§
2 6 18
X
= 2 4 onto de coordenadas , ——— | pertence
, : -1 . V3 V3 V3
a(f+g)(-1)=f(1) +g'(-1) = Ve 3= aretar, logo B - B +h & b=- 5
- -L+3Ve = Assim, r: =x—ﬁ
Ve 'y 9
_ 6+18
6
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O ponto de coordenadas (—% —%) pertence
aretar, logo- \1/85 =— \6@ +b & b= %

Assim, rny=x+ 3

¢) Para que as retas tangentes aos gréficos sejam
perpendiculares, o produto dos seus declives terd
de serigual a-1. Assim:

Fl)x g =-1 & 122x 2 =-1 o -120=-1
X

1.

a) Como f é uma funcgéo continua em [0, 4] e diferen-
cidvel em ]0, 4[, pelo Teorema de Lagrange existe

fl4)-f0) _28-0 _,
4-0 4 '

c €10, 4[ tal que f(c) =
flx)=(x2+3x)=2x+3
fx)=7 & x+3=7 & 2x=4 & x=2
Logo, c=2.

b) f'(c) = 7, logo a equacdo pedida é do tipo y = 7x + b.
f(2)=10

O ponto de coordenadas (2, 10) pertence a reta
tangente ao grafico de f em ¢, logo:

10=7%x2+b & b=-4
A equacéo pedida é y = 7x — 4.

80.

a) A afirmacéo é falsa.
Contraexemplo:
flx) = (x-3)?
fl4)-f1) _1-4__3 50 & }
] 3 4 < 0, mas f ndo é decrescen
teem]1, 4[.

b) A afirmacéo é falsa.
Contraexemplo:
flx) =x3

f(0) = 0, mas a funcdo ndo tem extremo em x = 0.
¢) A afirmacéo é falsa.
Contraexemplo:
flx) = Ixl
A fungdo f tem um minimo relativo em x = 0, mas
ndo existe f(0).
d) A afirmacdo é verdadeira, pelo Teorema da pagina
110.

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

8.

al D;=R
flx)=(3-3x2-9x+7)' =3x?-6x-9
flx)=0 < 3x2-6xr-9=0

_ 6+V36+108
= X =
6
o x= 612
6
S x=3 vx=-1
X —0 -1 3 +00
Sinal de f’ + 0 - 0 +

Variagao de f A Mlézx' N\ 542'?] y

f-1)=-1-3+9+7=12
f(3)=27-27-27+7=-20

f é estritamente crescente em ]—xe, -1] e em [3, +oo[
e é estritamente decrescente em [-1, 3]; 12 é um
maximo relativo em -1; =20 ¢ um minimo relativo
em 3.

b)Dy={x € Rix-1=0}=R\ {1}
g [(x+4Y  x-1-(x+4)
oW =(17) =0
5
Y <0,VxeR\{1}
g é estritamente decrescente em ], 1[ e em ]1, +oo[;
nao tem extremos.

G)thlR
h(x) = X ':x2+1—x><2x: 1-x2
x2+1 (@ +1)? (2+1)2
] _ l_xz —
h)=0 & <5777 =0
o 1-x2=0 A (2+1)%2=0
\_V_J
Condicao universal em IR
S x=1vix=-1
X —o0 -1 1 +o0
Sinal de b’ - 0 + 0 -
Min. Max.
Variacgao de h N 1 2 1 N
2 2
1
h(-1)=-=
(1) =-3
1
h(l) ==
W=7

h é estritamente decrescente em |-, -1] e em [1, +o°[
e é estritamente crescente em [-1, 1]; - % é um
minimo relativo em -1; E € um maximo relativo em 1.
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82,
a) f(x) = (4x2-16x+3)' =8x-16
fix)=0 & 8x-16=0 & x=2

X —0 2 400
Sinalde f - 0 +
N Min.
Variagao de f N 13 2

f(2)=16-32+3=-13

f é estritamente decrescente em |—», 2] e é estrita-
mente crescente em [2, +oo[; =13 é um minimo
absoluto em 2.

l;)h'(x)=(2x+i>'=2—i2
X X
, 4
P)=0 & 2-—=0
X
22— 4
x2 :0

o %2-4=0 A x2%0

=) (x=\/§ vx=—\/§) Axz0

x 0 V2 0 V2 +o0

Sinal de i’ + 0 - |nd| - 0 +

e Max. Min.
Variagdodeh .~ | _,\/5 | Y [nd| N | h | 2

h(-V2) =-2V2 + —\46 =2V2-2V2=-4\2
h(\/§)=2\/§+%=2\/§+2\/§=4\/§

h é estritamente crescente em |-, V2] e em
[\/E +u[ e é estritamente decrescente em
[-V/2,0[ e em 10, V'2] : —4V/2 é um méximo relati-
voem-V2; 4V/2 é um ml'ninlno relativo em V2.

Ap) = (Vi +4) = ((2+4) 7 ) =

=%(x2+4)_

N|>—l

% =

X

a VxZ+ 4

1 —_— 7x =
PR=0 e Vag TP
o x=0 A Vx2+4=0

< x=0
X —00 0 +0o0
Sinal de p’ - 0 +
Variagao de p N Mén' A
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p(0)=V4=2

p é estritamente decrescente em ], 0] e é estri-
tamente crescente em [0, +oo[; 2 € 0 minimo abso-
lutoem Q.

vy 4\ X
d)r(x)—<x2+1>— (x2+1)2
r(x):O (=1 —WZ
o 2x=0 A x2+1)2%0
< x=0
X —0 0 +oo
Sinal de I + 0 -
Variacao de r 2 M[é:x. N
_4
r(O)—l 4

r é estritamente crescente em ]-o, 0] e é estrita-
mente decrescente em [0, +%[; 4 € o maximo
absoluto em 0.

83.

d(20)-d(0) _ 247-7 _
20-0 20
Nos primeiros 20 minutos a velocidade média do

baldo foi 12 m/min.
b) o'(t) = (-0,02t3 + 2+ 7)’ =-0,06t2 + 2t
d'(5)=-0,06x25+2x5=85
A velocidade instantanea relativamente ao solo do
baldo aos 5 minutos era de 8,5 m/min.
cd(t)=0 o -0,06t2+2t=0
< t(-0,06t+2)=0
< t=0 v -0,06t+2=0

a) t.V.m.[g’ 20] = 12

s t=0 v t= 100
3
100
t 0 3 50
Sinal de d’ 0 + 0 - -
Variag3o de d M;n. 7 g?; > M;n.
d(m) =377
3
100 ~33

3

O bal3o atinge a altura maxima de 377 metros aos
33 minutos.
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clg)
84. f(g) =—"~
9 q
20?>-15g + 3200
fa) =( g 159 ) -
q
(4qg-15)q - (2g% - 15g + 3200)
_ z
4g?-15q - 292 + 15g — 3200
q2
_ 2¢?-3200
- 24500
2g2-3200
fla)=0 & S===0

< 2¢g2-3200=0 A g2%0
o g?2=1600 A g=#0
< g=40 v g=-40

q 0 40 +00
Sinalde f n.d. - 0 +
N Min.
Variagaodef| n.d. N 145 7
C(40)
40)=——+=14
f(40) ==, =145

0 custo médio é minimo para g = 40 unidades.

a) A base da caixa € um quadrado de lado 6 - 2x e a
altura da caixa é x. Logo:

V(x) = (6 — 2x)%x = (36 — 24x + 4x?)x = 4x° - 24x? + 36x,
comx €10, 3.

b) V' (x) = (4x3 - 24x? + 36x)' = 12x? — 48x + 36
V(x)=0 & 12x?-48x+36=0

o xX2-4x+3=0
4+\V4
2
< x=1vx=3

o X =

X 0 1 3
Sinal de V’ n.d. + 0 - n.d.
Variacaode V| n.d. V. Ml%X' N n.d.

V(1)=4-24+36=16
O volume da caixa € maximo quando x =1 e, nesse
caso, o volume da caixa é 16 cm?.
86. A(x) = 2x(1 - x%) = 2x - 2x3, comx € 10, 1[.
A'(x) = (2x - 2x%)" = 2 - Bx?
Ax)=0 & 2-6x2=0

1 1
CIYTNE VYT
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= X= 3 vV X=—
X 0 ﬁ 1

3
Sinal de A’ n.d. + 0 - n.d.

Max
Variacaode A| n.d. A AVE) N n.d.

9

V3 V3 V3 \3
A(—B >_2>< ; -2( ; ) -
=3 g -
4V3
9
O valor maximo da érea é \9/5 .

8.12(=12dm3

12

V=nr’xh,logonrixh=12 < h=—=3.
nr

Assim, A(r) = 2nr><l—§ + 2 X mur2 _24 + 212, r> 0.
l's r
A'r) = <2i + 27cr2> :—2—[;+ 4yr
r r

A(nN=0 o —2—2+4nr=0
r

~24 + 4urd _

r2

0

o 24+47r3=0 A r2%0

6
& r==Ar=0
T
3/ B
s r=_—=
T
r 0 3|6 +o0
T
Sinal de A’ n.d. - 0 +
Variagdode A| n.d. N Min. A

A medida do raio da base devera ser \3/% dm.

88. Seja [ABCD] um retangulo nas condigbes do

enunciado.
O triangulo [ABC] é um triangulo retangulo, uma
vez que estd inscrito numa semicircunferéncia.

Pelo Teorema de Pitagoras:
CB?+AB?=AC? < CB»=100- AB?
Logo, CB="\/100-AB2.
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Sendo AB = x, a area do retangulo [ABCD] é dada
por A(x) =xV100 - x2, com x € ]0, 10[.
A'(x) = (xV100 - x?)' = .

= V1002 +x((100-?) * | =

-\/100 —x2+x><% (100-x2) 2 (-24) =

2

V100 -x2- — X
1100 - x2

100 - x2-x2
V100 - »?
100 - 242
V100 - »?
: 100 - 242
A'(x) =0 @m_o
& 100-2x2=0 A V100-x2%0

o x2=50 A x E D,

= x=V50
x 0 V50 10
Sinal de A’ n.d. + 0 - n.d.
Variagcaode A| nd. 2 Max.| n.d.

O retangulo de drea maxima € o quadrado de lado

V50 =5V2.

Aprende Fazendo
Péginas 122 a 132

1.0s pontos de coordenadas (1, 0) e (0, —-2) perten-
cem aretat.

Entao:
_0+2
me=1-g=2=r(0)

A opcéo correta é a (C).

2. A afirmacao (I) é falsa.
Contraexemplo: f(x) = Ix|
f € continua em x = 0, mas ndo é diferencidvel em
x=0.
A afirmacéo (ll) é verdadeira.
A opcao correta é a (C).

3.
_S(3)-5(0) _18-0 _
a) t.v.m.[o, 3] 3-0 3 6
A velocidade média, nos primeiros trés segundos
apods o lancamento da bola, é 6 m/s.

A opcao correta é a (B).
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b) S'(t) = (-6t + 24t)' =-12t + 24
S1)=-12+24=12
A velocidade da bola ao fim de um segundo é
12 m/s.
A opcao correta é a (C).

4. f(x) = (ki3 - 2kx?)" = 3kx? - 4kx
O declive da reta de equagdo y = 2x — 1 é 2, pelo
gue o declive da reta tangente ao grafico de f no

ponto de abcissa 1l é - % Logo:

1

__1 e L _1
fl)=-3 & 3k-4k=-7 & k=7

A opcéao correta é a (C).

b.x-y=1 o y=x-1
O declive da reta de equagdo y=x—-1é 1. Logo, 0
declive da reta tangente ao gréfico de f no ponto A
é-1.

f)=1 o <3x+3+2>':1

X
& 3—%=1
X
2
(=1 2—?—0
22-2
x2 =0

o 2%2-2=0 A x2%0
o x2=1 A x=z0

&S x=1vx=-1

Como Df=IR", entdo x = 1.
A opcéao correta é a (C).

6. Como o declive da reta de equagdo y = -3x + 2, tan-
gente ao grafico de g no ponto de abcissa -2, é -3,
entdo g'(-2) =-3.

Sex=-2,entdoy=6+2=8. Logo, as coordenadas
do ponto de tangéncia sdo (-2, 8), e, portanto,
g(-2) = 8. Assim:

oy L gE2+h) -9(=2) _
g(2)—3<:>/l7|T0 p =-3
& lim 92508 _ 4
h—0 h

A opcao correta é a (D.)

L) =(ax?+(a-1)x-2)'=2ax+a-1
A abcissa do extremo relativo de f é um zero de f,
ja que f é uma funcdo quadratica. Assim:
f(-1)=0 & 2a+a0-1=0 © a=-1

A opgao correta é a (A).
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8.Se a reta tangente ao gréfico de h no ponto de
abcissa 3 tem declive igual a 2, entdo h'(3) = 2.
Como h é uma funcdo par, entdo h'(-3) =-2.
A opcao correta é a (C).

9.m=tg120°=-\V3=g'(1)

Entao:

lim g(X)2—g( ) =lim g(x) _g( ) % lim ==

x—>1 x‘—x x—1 X - x—>1x
=g()x1=-V3

A opcéao correta é a (A).

10. Como a reta de equacdo y = 3x + 1 é tangente ao
grafico de f no ponto de abcissa -1, tem-se que
f-1)=3.

Se f(x) = x3 - x, entdo f(x) = 3x2 - 1, e, portanto,
f(-1)=2
Se f(x) = x + x2, entdo f(x) = 1 + 2x, e, portanto,
f(-1)=-1
Se f(x) = x3 + x, entdo f(x) = 3x2 + 1, e, portanto,
f(-1) = 4.
Se f(x) = x — x2, entdo f(x) = 1 - 2x, e, portanto,
f(-1)=3

A opcao correta é a (D).

1. Para que a func@o f seja diferencidvel, é necessério
que seja continua.

=a-1=1(1)
iiinf flx )—llm (Zx+b)=2+b

ii m flx) = liml_ (ax® - x)

Assim:
f1)=lm_fx)=lim,fx) & a-1=2+b
x—1 x—1
< b=a-3

Por outro lado, tem que se verificar

i, S0 =A ) AL
x—1 x—1 x—1 x—1
3 _v_(A—
im [0 @ x-(a=1) _
x—1 x—-1 x—1 x-1
—lm (x-1)(ax’+ax+a-1) _
x—1 x—1
=lim1, (ax2+ax+a-1)=3a-1
Calculo auxiliar
a -1 -(a-1)
1 a a a-1
‘ a a-1 0
Assim, ax3-x-(a-1)=(x-1)(ax2+ax+a-1)
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i x+a-3-ag+1
=lim =

¥ —1" x—1

Logo,30-1=2 < a=1e, portanto, b=-2.
A opcao correta é a (C).

f0-12) _gaym f0-12) 0,
x—2 x—2" x—2

entdo podemos afirmar que f(2) nio existe.

A opcao correta é a (D).

12. Uma vez que lim _
x—2

1B.9'(-2)>0eg'(1) <0, logo g'(-2) xg'(1) < 0.
"(=2) > (3) > g2 >
g'(-2)>0eg'(3) >0, logo 70) 0.
g(1)<0eg(-2) >0, logo 5((2)) <0.

g'(-3)>0eg'(2)=0,logog'(-3) xg'(2) = 0.

A opcao correta é a (B).

14. Na opcédo (A), tem-se h(x) >0,V x € D, e h'(x) >0,
Y x € Dy, logo h(x) x h'(x) >0, V x € Dy,
Na opcao (B), tem-se h(x) <0,V x € D, e h'(x) > 0,
V x € Dy, logo h(x) x h'(x) <0, V x € D,
Na opcéo (C), tem-se h(x) <0,V x € Dy e h'(x) <0,
¥V x € Dy, logo h(x) x h'(x) >0, V x € D,
Na opcéo (D), tem-se h(x) <0, Vx € |-, 0[ e h'(x) <O,
Y x € [-, 0[, logo h(x) x h'(x) > 0, V x € |-, 0],
mas h(x) >0,V x € ]0, +[ e h'(x) < 0, V x € ]0, +o],
logo h(x) x h'(x) < 0, V x € ]0, +oo[.
A opcao correta é a (B).

15. Apesar de a funcdo h' ndo ser continua em x =1,
nada se pode concluir quanto a continuidade de h
emx=1
Se x < 0, entdo h'(x) < 0, pelo que a funcdo h é
decrescente em |-, O[, logo h(-2) > h(-1).

Se x > 1, entdo h'(x) < O, pelo que a funcdo h é
decrescente em ]1, +oo[, logo h(2) > h(3).

Como h'(x) <0sex € ]-», 0, h'(x) >0sex €]0,1]
e h'(0) =0, entdo 0 é um minimo relativo de h.

A opcao correta é a (C).

16.g(x) >0, V x € R e f é uma funcéo crescente em
IR. No entanto, por observacdo do grafico de f,
conclui-se que o declive das retas tangentes a
este grafico aumenta até ao ponto de abcissa O e
diminui dai em diante, sendo sempre positivo, o
gue nao se encontra representado no grafico de g.
Logo, g ndo pode ser a fungdo derivada da funcéo f.
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A funcgdo f ndo tem extremos relativos, uma vez
gue é estritamente crescente.

A funcdo g tem um minimo relativo igual a 1.

A funcao f pode ser a funcao derivada da funcao g,
ja que f(x) <0,V x € |-, O] e g é decrescente
neste intervalo; f(x) > 0, V x € ]0, +=[ e g é cres-
cente neste intervalo; f(x) = 0 e g tem um minimo
relativo no ponto de abcissa 0.

A opcdo correta é a (D).

17. A funcao f é crescente em |-, 2[ e em ]1, +o[ e é
decrescente em ]-2, 1[. Logo, a fungao f' é positiva
em ]-o, -2[ e em ]1, +oo[ e é negativa em ]-2, 1[.
Por observacao do grafico de f, conclui-se que nao
existe f'(1).

A opcao correta é a (D).

18. Como a reta tangente ao gréfico de g no ponto de
abcissa 0 é horizontal, tem-se que g'(0) = 0.
Como a reta tangente ao grafico de h no ponto de
abcissa 0 é paralela a reta de equagédo y = —4x — 4,
tem-se que h'(0) = —4.

Assim:

f(0) = (g xh)'(0)=g'(0) x h(0) + g(0) x h'(0) =
=0x1+(-4)x4=
=-16

A opcdo correta é a (A).

B.fx)=K")=nx""1neN
Se n for impar, entdo n -1 é par e tem-se f(x) > 0,
V x € IR, logo f é crescente em IR.
A opcao correta é a (A).

20.

a) A funcdo f ndo é continua em IR, j& que n3o é conti-
nua em x =1, pois f(1) = “Lnr fix) # limf f(x).

b) A fungao f ndo é diferenciavel nos pontos de abcis-
sasle4.

f1)-f=2) _3-0

0) t.m.v. 2,1 = 1 _(_2) = 3 =-1
d) Os pontos de coordenadas (0, 12) e (6, O) perten-
. 12-0
.Logo, my=——7=-2.
cem aretat. Logo, m; 0-6
Assim, t: y =-2x +12.
e) f’(G) = mt = _2

21,
a)d'(t) =-4,9x2t+20=-9,8t+ 20
d'(0)=-98x0+20=20
A velocidade inicial é 20 m/s.
b)d(t) =0 < -4,9t2+20t=0
& t(-49t+20)=0
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o t=0v -49t+20=0

~ 200
@t—Ovt——49

(200 _ _ 200 __

d<49>— 9.8 % 22420 =-20

A velocidade com que o objeto atingiu o solo é
-20 m/s.

Od()=0 < -98t+20=0 o t:%
t 0 100 200
49 49
Sinal de d’ + + 0 - _
Variagdoded| Min. A ;"g’z N Min.
100\ 100\2 100
d( 29 )— 4,9><<—49 ) +20x 31 =204

O objeto atinge a altura maxima de 20,4 metros,
aproximadamente.

22,
a) (1) = tim T
—lim V3-2x-1
x—1 x-1
—lim V3-2x-1 " V3-2x+1 _
x%l( x-1 V3-2x+1 )
— lim 3-2%x-1 a
i1 (x-1)(V3-2x+1)
— lim 2-2x _
i1 (x-1)(V3-2x+1)
-2(x-1)

UM SV e D)

-2
RV
-2
== -1
b) Seja o a inclinagdo da reta tangente ao gréfico de f

no ponto de abcissa 1.
tga=-1
Logo, oo =135°,

2.

a) A funcio f é diferenciavel no ponto de abcissa -1, j&
gue a reta tangente ao grafico de f neste ponto tem
declive igual a -3. Logo, a fungdo f é continua em
x=-1 e, portanto, ll}ignﬁ1 fix) =f(-1) = 2.

b) f(x) =ax?2+ bx+c,a+#0

flx)=2ax+b
f(l1)=0 a+b+c=0
{f(—l)=2 @{a—b+c=2
f(-1)=-3 -2a+b=-3
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c=-a-b
(:){a—b—a—b=2 @[—2b=2

@{7 @{22?

-2a=-2 a=1

&ib=-
-20-1=-3
Logo, f(x) =x2-x.

24,

a)lf(x)=(1-x33-x?)'=
(1-x)3)'(B-x)+(1-x33-x%'=
3(1-x)2(-1)(3-x%) + (1-x)3(-2x) =
(1-%%-3(38-x) -2x(1-x)) =
(1-2x+x2)(5x2- 2¢ - 9) =

-12x*+16x-9

) )=

X~

= 5x*
b £ (x) (

M|OJ
w N>|U'|

=

22

20-12v +1
o fx)= (T) =
212+ 1) (A +x) - (28 - 120+ 1)1 +x2)
- (1 +x2)2 -
(6x2-12)(1 +x?2) — (2x3-12x + 1) 2x
(1 +x?)2

2% +18x2-2x - 12
(1+x?)?

%) (2-29) =

x+1\3 2+3x-(x+1)x3
) (2 + 3x)2

(x+1)3 « -1

(2+3x)° (2 +3x)?

_ —4le+1)3

C(2+3x)°

=4 x
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Afe)=(V1+x4) = ((1 +x4)%)’ =
= Lty (4 =
3

X
RV
25.
a)h(x)=(<_xfl>2> _
oo 1 \(0-1a-1)
e [y
.2 1
-1 (r-1)2
2
=g VrER
_h@)-hE1) . 1 3
i T
o3 2 _3
ANl =5 & - =
<:>(x—1)3——%
&S x-1=- 3%
<:>x=l—3%
Logo, x =-0,39.
|8
h(l—\/;):O,SZ
Assim, C(-0,39; 0,52).
26.

a) Como g ¢ diferenciavel para x = 1, entdo g é conti-
nuaemux=1.

bl £ = (V2 +7) =62+ 7)3 ) =

=L 24773 (9=
XX
3V (2 +7)?
I\ o fA)xgd)-fA)xg'@) _
"(9) ) g%(1)
2 ;
e )-V8x(-2) )
- (-2)? N
4
12 jil
B 4 12
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_ X (<2) =
3V121
_ 8
3V121
21.
2 )
a)f(x):<3x2+3>:
X
Bx X x2— (3x2+3) x 2x
- = -
_bx 6
]

b) D;= IR\ {0}, logo se x € Dy, entdo —x € D.

3(x)2+3 3x2+3
fl) = = (’jl)i =328 vx ey

Logo, f é uma fungao par.

Dy =R\ {0}, logo se x € Dy, entéo —x € Dy.

6 6 6
f=) =—W=—_—x3=;=—f(ﬂ, Vx €Dy
Logo, ' é uma fungdo impar.

2
A =6 & >3-4
X
2
o 3x :3—620
X
3x2+3-6x2
X
-32+3 _

x2

-3x2+3=0 A x2#0

(=4
=4
o x?=1 Ax=0
o x=1vx=-1
6
13

Logo, as retas tangentes ao grafico da fungao nos
pontos cuja ordenada é 6 ndo sdo paralelas porgue
nao tém declives iguais.

a7 =
x — 0 o0
Sinalde f + n.d. -
Variacao de f Vd n.d. N

A fungao f é estritamente crescente em ]-«,0[ e é
estritamente decrescente em ]0, +x[; ndo tem
extremos relativos.
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28.

a’HTO f(2 + h/l— f2) _ £(2)=0
b) A proposigéo é falsa.
x -0 -2 0 2 400
Sinal de f + 0 - 0 - 0 +

Variacgao de f 2 |Max.| N N | Min. Vs

A fungao f tem dois extremos relativos.

¢) A funcdo f é estritamente crescente em |-, 2] e
em [2, +[ e é estritamente decrescente em [-2, 2];
tem um maximo em x=-2 e um minimoem x = 2.

d) Por exemplo: 4

\ ]
Fotef—

x2-x R R
WB-x-bx+4 (x-D0?-4) x*-4

v

29,
a) f(x) =

Calculo auxiliar

Assim, x3—x2—4x + 4 = (x - 1)(x2 - 4).

sz[xe|R:x3—x2—4x+4¢0}=IR\[—2, 1,2}

Calculo auxiliar
B-x?-bx+4=0 & (x-1)(x*-4)=0
S x=1vx=2vx=-2

X2 —4—xx2x _

b)f<x>=( X )'=

x*-4 (x? —4)?
= (;;“:)‘; <0,VxeR\{-21 2]
X —0 -2 0] 1 2 +o0
x - - lol+|+|+]+] +
x2-4 + ol -|-|-|-]-]0] +
fix) - |nd|+|0]|-|nd|-|nd| =+
f(x) - |nd|-1|-1|-|nd| - |nd| -
f(x) X f(x) + nd.| - | 0| + [nd| + |nd =

Logo, f(x) xf(x) 20 & x € ], 2[ U [0, 1[U]L, 2[.
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¢) Assintotas verticais

A fungao f é continua em IR\ {-2, 1, 2}, por se tratar
de uma funcéao racional. Portanto, as retas de
equagbes x = -2, x = 1 e x = 2 sdo candidatas a
assintotas verticais ao grafico de f.

. . X 1
,!EILnl flx) :yg‘l -4 3

A reta de equacdo x = 1 ndo é uma assintota verti-
cal ao gréfico de f.

) T x 2 _
)&@72- flx) _)£I—>mf2- 2-4 0o
A reta de equagdo x = -2 é uma assintota vertical

ao grafico de f.

) Yy x 2

iy e =lim, o T

A reta de equacdo x = 2 é uma assintota vertical ao
gréfico de f.

Assintotas n3o verticais

2 _
m=tim 10y X4
x—>+o  x X — +oo X

— 1 — i Xy 1 _
b=lim_fx)=lim =g =tm, —4 =0
P
X

A reta de equagdo y = 0 é uma assintota horizontal
ao grafico de f.

Quando x — -, os calculos sdo idénticos e, por-
tanto, também se obtém a mesma reta.

30.
oo m v 2mx(x®+ 1) - mx? x 2x
a)g(x)_<x2+l) = (2 +1)2
. 2mx
T (2+1)2

Sem>0,g'(x) <Oparax<0eg'(x) >0 parax>0
e, portanto, g tem um minimo relativo.
Sem<0,g'(x) >0parax<0eg'(x) <0Oparax>0
e, portanto, g tem um maximo relativo.

Assim, seja qual for o valor de m € IR\ {0}, a fun-
¢ao tem sempre um extremo relativo.

— _xz
b)g(x)—m
oo
Vo= oy

g =0 & —

(2+12
& 2=0 A (2+1)220

< x=0
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X —0 0 +o0
Sinal de g’ + 0 -
Variacao de g A Méx. N

A funcao g é estritamente crescente em |-, 0] e é
estritamente decrescente em [0, +o[; tem um
maximo relativo em x = 0.

ii) Assintotas verticais
Dy=R
A funcdo g é continua em IR, por se tratar de uma
funcao racional, logo o grafico de g ndo possui
assintotas verticais.

Assintotas ndo verticais

—-X
24
m=tim 9% _im b
x—>+4e  x X — +oo X
42
_xa+ocx3+x
_XZ
X —> +® x2x+—
()
. -1 -1
= lim =—=
X — +x x+l ~+00
X
. . 2
b—)EITM g(x) _le+w x2+1 a
_x2
=lim N =
X — +» 2 1+_
(5
= lim %z—l
X —> +» 1+_
x2

A reta de equagdo y = -1 é uma assintota horizon-
tal ao gréfico de g.

Quando x — —x, os calculos sdo idénticos e, por-
tanto, também se obtém a mesma reta.

iii) Tendo em conta que a fungéo g € estritamente cres-
cente em ]—», 0], é estritamente decrescente em [0,
+oo[e tem um maximo relativo em x = 0, ndo ha
assintotas verticais ao grafico de g e a reta de equa-
¢do y = -1 é uma assintota horizontal ao gréfico de g
quando x — —¢ e quando x — +%, entdo Dy = ]-1, O].

3L

a) Comof(x)<Osex €] -2[efx)>0sex € ]-20],
e féimpar, entdo f(x) <Osex € ]2 +[ef(x) >0se
x € [0, 2[. Assim, a fungdo f é continua em R \ {-2, 2],
por se ter derivada finita em todos os pontos deste
conjunto.Tem-se também que f(2) =0, logo f(-2) =0,
por f ser uma funcao impar. Logo, f é diferencidvel em
x=2eemx=-2, pelo que é continua nestes pontos.
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b)

c

Conclui-se, assim, que f € uma funcgdo continua em IR.

X -0 -2 2 +00
Sinalde f - 0 + 0 -
Variagiodef| ™ l\i'; A ng' N

A fungdo f tem um minimo relativo 2 emx=-2e
tem um maximo relativo 2 em x = 2.

A

y

v

32,

a)

b)

Continuidade
lim_g(x)=lim_ (x*-3x)=0
x—0 x—0

fm, o) =, x=0
g9(0)=0

Como li_)mo_ glx) = lim0+ g(x) = g(0), entdo a fungao g
é continua no ponto de abcissa O.

Diferenciabilidade

_ 3_
lim 90=9Q) _ ;. =3 2_3-3
x—0 xX— x—0 X x—0
lim 909=90) i, *_q
x— 0" x— x—0" x
Como lim_Milim M, entdo a
x—0 X — x— 0" X —

fungdo g ndo é diferenciavel no ponto de abcissa 0.

Sex<0:
g'(x)=(x3-3x)=3x2-3
Sex>0:

gx)=x=1

De acordo com a alinea anterior, g ndo é diferen-
cidvel no ponto de abcissa O.
3x2-3 se x<0
Logo, g'(x) =
1 se x>0
Sex<0:
gJ)=0 & 3?-3=0 @ ¥?*=1 = x=1vx=-1

A funcdo g' tem um zero em x =-1.

X —0 -1 0 +0o0
Sinal de g’ + 0 - n.d. +
Variacdo de g A ng' N M[']n' 2
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A funcéo g é estritamente crescente em |-, -1] e
em [0, +oo[ e é estritamente decrescente em [-1, O];
tem um maximo relativo 2 em x = -1 e tem um
minimo relativo 0 em x = 0.

33.

a) f(0)=10%=0
O ponto de intersegdo com o eixo Oy é o ponto de
coordenadas (0, 0).

fx) =0 @ Ix31=0 & x*=0 & x=0

O ponto de intersegdo com o eixo Ox é o ponto de
coordenadas (0, 0).

x3se x>0
b) f(x) = Ix%] =

-3 se x<0
¢) Se x > 0, a fungdo f é continua, por se tratar de uma

funcao polinomial.

Se x < 0, a funcdo f é continua, por se tratar de
uma funcao polinomial.

Sex=0:

i =1j —3) =
fm, fi) =i, ) =0

i =i 3:
fm, fi) = i, =0

f(0)=0

Como lim__ f(x) =lim__ f(x) = f(0), entdo a fungao f é

x—0 x—0
continua para x = 0.
Assim, f é continua em todo o seu dominio (IR).

d) Se x > 0, entdo f(x) = (x3)' = 3x2
Sex <0, entdo f(x) = (~x3)' =-3x2,

Sex=0

im 01Oy =2 iy (20

x—=0 x-0 x— X x—

im 1020 o 2 i 2-g

x—>0" x-0 x>0 x x— 0t

Como lim f) =10) _ jjy 01 =10) =0, entdo a
x—0 x-0 x>0 x=-0

funcao f é diferencidvel em x = 0.
Assim, f é diferencidvel em R.

3x2 se x>0

e) f'(x) =

-3x2 se x<0

A funcéao f' tem apenas um zero em x = 0.

X —o0 0 +oo
Sinal de f - 0 +
Variagao de f N Mén. 2

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



A funcio f é estritamente decrescente em ]-o, Q]
e é estritamente crescente em [0, +co[; tem um
minimo relativo 0 em x =0.

4.

a)i) A afirmagao ¢ falsa.
Contraexemplo:
Seja f a fungado cuja representacao grafica é a que
se segue.

A
y
2- ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
‘I .+ o
o 1: é x=
f(22)__§(1) = 2 1 1 =1, mas f nao é crescente no

intervalo [1, 2].

i) A afirmagao é falsa.
Contraexemplo:
Seja f a funcao cuja representagao grafica é a que
se segue.

A
y
2. ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
O
0 g
Sea=1eb=2, verifica-se que W =1, mas

fla) < f(b).

b) Nada se pode concluir acerca da monotonia da fun-
cdo em [a, b], como vimos nas alineas anteriores.

35.

a) Seja x a medida da aresta da base do depdsito e h a
medida da sua altura.
V=xxxxh & 2=x%h

2

& h=—
2

AS‘\ Expoente"« Dossié do Professor

Assim:
A(x)=X><x+4><x><%=x2+§=§+x2
X X X
b)A'<x>=(§+xz):_%+zx
X X

_ 3
A’(x)=04:>—%+2x=0<:> 8+22x =
X X

o 8+2x3=0 A x2%0

o x3=4 A x=0

o x=V4
X 0 \3/Z +o0
Sinalde A’ n.d. - 0 +
Variacaode A| nd. N Min. Vs

Para que a area total seja minima, a aresta da base
. 3
deve medir V4 m.

36.

a) C(100) = 0,48 x 100 + 1500 + 120 000

00 2748

100 unidades de produto tém um custo de produ-
cado de 2748 unidades monetarias.

C(2000) - £(1000)

b) t.m.v.[1000, 2000] =

2000 - 1000
_ 2520- 2100 _
1000
- 0,42
o Cx) = (0.48x +1500 + M) -
X
e 120000
-048- 12
Cl)=0 o 048-120000 _g

0,48x?-120 000
& 2

< 0,48x?-120000=0 A x2%0
< x=-500 v x=500

=0

x 0 500 6000

Sinal de C’ - - 0 + +

Variagaode C| Max. | ~ |Min.| » Max.

Para que o custo total seja minimo, a fabrica deve
produzir 500 unidades por més.

31. Seja r a medida do raio do setor circular.

r+r+or=60 @ ar=60-2r < o= 60-2r
A(r)=lr2>< 60_2r=30r—r2
2 r
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A'(r)=30-2r
A(nN=0 < 30-2r=0  r=15
r 0 15 30
Sinal de A’ + + 0 - -
Variagiode A| Min. A [Max| N Min.

Para que a drea do setor circular seja maxima, a
medida do raio deve ser 15 cm.

38. Seja r a medida do raio da base do cone e h a sua
altura. Pelo Teorema de Pitagoras:

252=h2+ 12 < h?=625-r2
Logo, h=V625-r%
Entao:

2 _ 2
Vi =5 =t x V625 -2 = O

V() = (—“ﬂ@ ) _

1250r - 23 - 13
V625 -2

1250r - 313

* \B25- 12

)20 e To 2803
37 V625-12
< 1250r-3r3=0 A V625-r2=0
< r(1250-3r2)=0 A 625-r2=0
(r=0 v 1250-3r2=0) A r#25 A r+-25

/ 1250
B _ 2 _ 2
<:>r—0vr—25f gvr 25\/> 3

1250

S r=0vr=

r 0 2 25
25 | =
3
Sinal de V' + + 0 - -
Variagdo de V| Min. A Max. N Min.

Para que a embalagem tenha capacidade maxima,

a medida do raio da base deve ser 25 %cm .
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39. Seja P(x, f(x)) um ponto do gréfico da funco f.
Seja A(1, 0).
dx) =AP=V(x-1)2+ (f(x) - 0)2 =
= \/(x— 1)2+ (\/)m)2 =
=Vx2-2x+1+x2+1=
VBT 2 r ) -
=(22-2r+2)3)

=%(2x2—2x+2)’% (4x-2) =

2%-1
Vo2 2x+2

d(x)

2x-1
dN=0e Ba oz 0

o 2%x-1=0 A V22-2x+2=0

_ﬁ,__J
Condicao universal em IR

o x==
2

X —00

O [N

Sinal de d’ -

Variagao de d N Min. A

0 ponto do grafico de f cuja distancia ao ponto A é

V5

minima tem coordenadas (l —_— )

asu-o))-
|

I Il 1l
~ —~h =_
A
[
+ ~—
+
=

TR T i

Il
—_
~_— — — ~— =
+
=
—h
e T
LR I
~ — ~—
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TemaV - Estatistica

Unidade 2 - Retas de minimos quadrados,
amostras bivariadas e coeficientes de correlaco

Péginas 137a157
1.

a) A variavel explicativa é "idade" e a varidvel respos-
ta é "percentagem de massa muscular".

b) A varidvel explicativa é "temperatura ambiental" e
a variavel resposta é "comprimento da barra".

2,

a) O desvio vertical do ponto (x; y;) em relacdo a reta
riy=1,2x+0,3 é dado por e;=y,-1,2x;- 0,3.
Assim:

Ponto A:e;=21-12%x1-0,3=0,6
PontoB:e;=25-12%x2-0,3=-0,2
Ponto C:e3=4,1-12%x3-0,3=0,2
PontoD: e, =48-12%x4-0,3=-0,3

4
b) '21 ¢=06-0,2+02-03=0,3
=

Ms
o

Il
o
g

n
3. % (- ax— b) =
i=1 i=1(y’ 0x;=b)=0
n n n
o Xy-Zag- X b=0
i=1 i=1 i=1
n n
o Xy-a Xx—nb=0
i=1 i=1
n n
& XZy=a Xx+nb
=17, =1 "
.Eyi E'xl
PN i=1 =q i=1 +b
n n

o y=ax+b

Logo, o ponto (x, y) pertence a reta t: y = ax + b.

600 + 700 + 900 + 1000 + 1200 +
9

+ 1500 + 2000 + 2500 + 3000
9

=~ 1489

Mro

lyi
9
533 + 568 + 695 + 746 + 869 +
9

+1038 + 1282 + 1501 + 1769
9

|

<
Il

~1000
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b)

y
2000
1500+ .
1000

500

T

»

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 *

¢) O desvio vertical do ponto (x; y;) em relagdo a reta
t: y=0,55x + 230 é dado por e; = y;— 0,55x; - 230.
Assim:
600, 533): e
700, 568):

( 1 =533-0,55x600-230 =-27
( e, =568 -0,55x700-230 =-47
(900, 695): e3=695-0,55x900-230=-30
(1000, 746): e, = 746 - 0,55 x 1000 - 230 = -34
(1200, 869): e5 =869 - 0,55 x 1200 - 230 =-21
(

(

(

(

1500, 1038): eg =1038 - 0,55 x 1500 - 230 =-17
2000, 1282): e; =1282 - 0,55 x 2000 - 230 = -48
2500, 1501): eg = 1501 - 0,55 x 2500 - 230 =-104
3000, 1769): eg = 1769 - 0,55 x 3000 - 230 =-111

—_— — — =

9
d) X ¢=-27-47-30-34~21-17-48~104~111=
=439

e) A reta t ndo pode ser a reta dos minimos quadra-
dos, uma vez que a soma dos desvios verticais de
cada um dos pontos nao é igual a zero.

5.5.=2, logo:
S’=4 & SO
n-1
& SS.=4(n-1)
S, =95, logo:
§2=25 < §_L= 25
< S85,=25(n-1)
Entao:
_ 4(n-1) _
r=23\250-1)
_on |4 _
=23\ 25
=0,92

6. Se todos os pontos Py, Ps, ..., P, se encontram so-
bre a reta de equagao y = mx + b, entao y; = mx; + b,
paratodooi€&€(l, 2, .., n}

Pelas propriedades da média e da soma dos des-
vios, obtemos y = mx + b e SS, = m?SS,. Desta
forma:
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El (xi_;)(yi_;>

V/$5.Ss,
3 (5= ¥)(mx; + b— (i + b))
- NS -
i (o= x) (mx; — mx)

= (pois m < 0)

-mV SS;

1. r; corresponde ao gréafico C, uma vez que esta

nuvem de pontos parece apresentar uma associa-
cao linear negativa fraca.

r, corresponde ao grafico A, uma vez que esta
nuvem de pontos parece apresentar uma associa-
¢ao linear positiva.

rs corresponde ao grafico B, uma vez que esta
nuvem de pontos parece apresentar uma associa-
cao linear negativa forte.

a) A variavel explicativa é "taxa de fluxo das aguas" e

byi) 4

a variavel resposta é "quantidade de massa de solo
transportado”.

y

6 .

=1

0 1 2 3 4

i)x=1728 (2 cd.

y=2,806
i) 0 ~1,39 (2 c.d.)
Aprende Fazendo
Péginas 162a170
13- 20+34236+40 ~325
7= 30+40+50+56 _ .,
4
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SS,=(20-32,5)2+ (34 - 32,5)2 + (36 - 32,5)2 +
+ (40 - 32,5)2 = 227
SS, = (30— 44)2 + (40 — 44)2 + (50 — 44)2 + (56 — 44)? =

=392
4 — —
) ,,221 =2y
T \ssss,
_(20-32,5)(30 - 44) + (34 — 32,5)(40 - 44) +
- /227 x 392
+ (36— 32,5)(50 - 44) + (40 - 32,5)(56 - 44)
/227 x 392 -
~ 0,94

A opgdo correta é a (A).

2. 0 coeficiente de correlagéo linear ¢ um nimero

que pertence ao intervalo [-1, 1]. Tratando-se de
uma associacao linear negativa forte esse valor
estd proximo de -1.

A opcao correta é a (C).

21 +22+23+24+25

5

_ 121+115+87+75+82 g,
5 )
SS, = (21-23)2+ (22 -23)2 + (23-23)2 +

+(24-23)2+(25-23)?=10

<

5
Y xyi-5xy
a:’:l =
SS,
_ _201x121+22x11,5+23x87+
10
+24><7,5+25><13,2—5><23><9,6 ~-118

b=y-ax=9,6+118x23=3674

A opgao correta é a (C).

4.y =0,35x + 307

0,35 x 15 + 307 = 312 patentes
A opcao correta é a (D).

. O coeficiente de correlacdo linear r; corresponde

ao grafico C, uma vez que este é o Unico que apre-
senta uma associacao linear negativa forte.

O coeficiente de correlacéo linear r, corresponde
ao grafico A, uma vez que este é o Unico que apre-
senta uma associagao linear positiva.

O coeficiente de correlacdo linear r3 corresponde
ao grafico B, uma vez que este é o Unico que apre-
senta uma associacao linear negativa fraca.

A opcao correta é a (A).
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6. O coeficiente de correlacao linear € um nimero
gue pertence ao intervalo [-1, 1]. Tratando-se de
uma associacao linear negativa forte esse valor
estd proximo de -1.

A opcao correta é a (C).

12+13+16+18+15+10

1x= =14
6
S 25+28+29;32+25+20 _ %5

Tem-se que i—go =0 & b=y-ax

Assim, procura-se o par ordenado (a, b) para o
qual b = 26,5 - 14a.

Na opgdo (A): 26,5-14x1=12,5

Na opgao (B): 26,5-14x1,3=8,3+0,2

Na opgdo (C): 26,5-14x1,1=11,1

Na opgédo (D): 26,5-14x15=5,5

A opcao correta é a (B).

8.y=ax+10 & -2=ax3+10
< 3a=-12
S a=-4
A opcéao correta é a (A).

9. A afirmacao (1) é falsa. Diz-se que as varidveis tém
uma associagao linear positiva forte quando o coe-
ficiente de correlagao é préximo de 1.

A afirmacéo (ll) é verdadeira.
A afirmacao (Ill) é falsa. Sendo r o coeficiente de
correlacdo linear e a o declive da reta dos minimos

SS,

o

y

guadrados, tem-se que r=a

A opcao correta é a (B).

10. S, =3, logo:
2 _ Ssx —
S;=9 & 6-1 9
& SS,=45
Assim:

_[SS, _ [ 45
r=a s, < 085=a 30
B /30
< a=0,85x —4—5

Logo,a=0,7.
A opcao correta é a (D).

1. A soma dos desvios verticais dos pontos
P;(1 <i<30) emrelagdo areta t:y=ax+ b é nula,
logob=y-ax & y=ax+ b, ou seja, o ponto
P(100, 150) pertence areta t.
A opcao correta é a (D).
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12. Sendo r: y = ax + b a reta dos minimos quadrados,

sabe-se que b ==y - ax. Entéo:
25+21+19+18+y,

26,1= 5 +2,1x
v 1+2+3+4+5
5
< 1305=83+y,+21x15
< y,=16

A opcao correta é a (B).

13. Sendo r: y = ax + b a reta dos minimos quadrados,

8

1.

sabe-se que o ponto de coordenadas (x, y) perten-

cear.

Opcdo (A):%x10+12=5?6¢15

Opcéo (B): % x10+15=15
Opcao (C): % x10+9=15

Opcao (D): % x10+125=185%15

A opgao correta é a (C).

er=y1—(ax;+b) & 05=5-(2a+Db)

< 45=20+b < b=45-2a
er=yr—(ax7+b) & -01=1-(6a+Db)

< 11=6ad+b < 11=6a+45-2a

< -34=4a < a=-085

Logo, b=4,5-2x%(-0,85) =6,2.

Entéo:

e1s=y15— (ax15+b) =2-(-0,85x 4 +6,2)=-0,8
A opcéo correta é a (A).

ylk
6 - °
5 . °
4 - °
3 °
2 - °
'I_
T T T T L
O] 12 13 14 15 ~

Esta nuvem de pontos sugere que existe uma
associagao linear entre as varidveis.

16. Todas as nuvens apresentadas sugerem a existén-

cia de associagdo linear negativa entre as varia-
veis. Na amostra representada no grafico A essa
associacdo é a mais fraca e na amostra represen-
tada no grafico C essa associagao é a mais forte.
Entao, r; corresponde ao grafico A, r, corresponde
ao grafico C e r3 corresponde ao grafico B.
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11.
Calculos auxiliares
a) A varidvel explicativa é a varidvel "massa”. A varia- . 248+273+145+210+142+270 _ 644 0 oo
vel resposta é a varidvel "quantidade de medica- = 6 T3 T
mento’. 125+139+175+125+299+122
5 S e e =12ﬂ--16,4167
2 (-2)0i-)
b)r= ———— =
SSXSS}’ 25 Vi XiYi xj=x yi-y
— i ~0999 248 12,5 3100 33,3333 -3,9167
V1015x2315
273 13,9 3794,7 58,3333 -2,5167
Logo, as variaveis tém uma associagao linear positiva. 145 175 25375 -69,6667 1,0833
Calculos auxiliares 210 12,5 2625 -4,6667 -3,9167
— 142 299 42458 -72,6667 13,4833
.x= 3+4+5+8+10+15 -75
6 270 | 1222 3294 55,3333 -4,2167
-_ 05+06+08+12+15+23 _ 5
= 5 =115 21 x;y;=19597
xi | yi [xi—x|yi=y (xi=x)i-y) (i=%? | i-»? (i =X) =) (i =x)? i=)?
3 05| -45 |-0,65 2,925 2025 | 0,4225 -130,5556 11111111 15,3403
410,6|-35 |-0,55 1,925 12,25 0,3025 -146,8056 3402,7778 6,3336
5 (08| -2,5 |-0,35 0,875 6,25 0,1225 75,4722 48534444 11736
8112 05 {005 0,025 0,25 0,0025 18,2778 21,7778 15,3403
10]15] 25 035 0.875 625 | 01225 -979,7889 5280,4444 181,8003
15(2,3] 75 | 115 ' 8,625 56,25 1,3225 2333222 30617778 17,7803
VT = - - 6
& (6=)(i-y) =15,25)55,= 1015155, = 2315 | . (v~ )y~ 7) = ~1547,6667| S, = 17 731,3333| SS, = 237,7683
i=1
S 6
2 xjy—-6xy -
c)a: =1 i = ,,_Elxiyi_sxy
SS, da=— =
SS,
_ 3x05+4x06+5x08+8x1,2+
= 1015 _ 19597 -6x214,6667 x 16,4167
' 17 731,3333
+ + -
10x15+15 foiié 6x75x115 _ 015 ~-0,0873 ~-0,09
o ’ b=y-ax=16,4167 + 0,0873 x 214,6667 = 35,15
b=y-ax=0,02

Assim, a equacgao reduzida da reta dos minimos
quadrados é y = 0,15x + 0,02.

d)0,15x12+0,02=1,82
Uma crianga com 12 kg deve tomar, aproximada-
mente, 1,82 ml de medicamento.

18.

a) A variavel explicativa é "nimero de km" e a varia-
vel resposta é "valor da venda".
6 j— p—
2 (x-x)-y)
b r= =2 =
VSS,SS,
B -1544,6667
~ \/237,7683 x 17 731,3333

=-0,75

Logo, as varidveis tém uma associacdo linear positiva.
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Assim, a equacao reduzida da reta dos minimos
guadrados é y =-0,09x + 35,15.

d)x=-0,09%x250+3515 < x=1261

Logo, x = 12,61.
O valor da venda de um carro com 250 000 km ¢é
de aproximadamente 12,61 milhares de euros.

1.

a) Proposicéo falsa.
Quando o coeficiente de correlagdo entre duas
variaveis é nulo, podemos concluir que ndo existe
associagdo linear entre as varidveis, mas nada
podemos afirmar sobre quaisquer outros tipos de
associagao.

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



b) Proposicao falsa.
Um valor do coeficiente de correlagdo préximo de
-1 indica uma associacao linear negativa forte
entre as variaveis.

¢) Proposigao verdadeira.
O sinal do coeficiente de correlagdo tem sempre o
mesmo sinal do declive da reta dos minimos qua-
drados.

20.

a) A
2000+
1500
1000 i

5004 o

»
»

O T T T T
1000 2000 3000 4000 *

Esta nuvem de pontos sugere que existe uma
associacao linear forte entre as variaveis.

b) Recorrendo a calculadora grafica, y = 0,5x + 227,8.

¢)y=0,5x750+227,8=602,8
O valor do ordenado liquido de um funciondrio com
um ordenado bruto de 750 euros é 602,8 euros.

d) 589 - 602,8 =-13,8 euros.

2.

a) A variavel explicativa é "temperatura” e a variavel
resposta é "volume de gas".

bi) 4

0,31
0,21

0,1 ..

T
O] g 10 12 14 16 18 X

A nuvem de pontos parece indicar a existéncia de
uma associacao linear negativa entre as variaveis.

i) Recorrendo a calculadora gréfica, x =129 e y = 0,11.
iii) Recorrendo a calculadora gréfica, a = 0.

iv) Recorrendo & calculadora gréfica,
y=-0,033x +0,539.
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v)y=-0,033x 7 + 0,539 = 0,308
0 consumo esperado num més em que a tempera-
tura média é 7 °C é de aproximadamente 0,308 m3,

22,
e1=y;—-mx;—b 05=8-m-b
a) &
€ =y,—Mxy—b -0,3=6-2m-b
b=-75+m b=87
=S =S

-03=6-2m-75+m m=-1.2

Logo, a equagdo reduzida da reta dos minimos

guadrados é y =-1,2x + 8,7.
be;=y;-myx;-b=5+12x3-87=-01

€,=ys—Mx;—b=4+12x4-87=01

23.
A
a) 7
20
L]
[ ]
10 .
[ ]
O T T T T T =
2000 4000 6000 8000 10000

A nuvem de pontos parece indicar a existéncia de
uma associagao linear positiva entre as varidveis.

b) Recorrendo a calculadora gréfica,
y=0,001x + 6,389.

¢)y =0,001 x 3000 + 6,389 = 9,389
R.: 9,389 espetadores

d) e; =9,9-(0,001x1787 +6,389) =1,724 =1,72
e,=18,3-(0,001x9339 +6,389) =2,572 = 2,57
e;=8,4-(0,001 x 2610 + 6,389) =-0,599 = -0,60

e, =13,2- (0,001 x 6095 + 6,389) = 0,716 = 0,72

e)1,72+2,57-0,60 +0,72 = 4,41
A soma dos desvios ndo é nula porque o ponto de
coordenadas (x, y) ndo pertence a reta.

Uy=0x-5< 21=ax4-5
< 4a0=26

< a=65

25, e, = 105 (a + b)

e,=208-(11a+b)
e3=209-(1,6a+Db)
e,=302-(1,8a+b)
es5=250-(2a + b)
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5
'Zle,:O < 1074-75a-5b=0
=

Se, por exemplo, a = 1, entdo 1074 - 75-5b=0
< b=2133.

Se, por exemplo, a =10, entdo 1074-75-5b=0
< b=1998.

Entao, os pares (g, b) pedidos podem ser (1; 213,3)
e (10; 199,8).

26. O coeficiente de correlagdo é um nimero perten-

cente ao intervalo [-1, 1], pelo que r, ndo pode ser
um coeficiente de correlacao.
Uma vez que o declive da reta dos minimos qua-
drados relativa a esta amostra é positivo, entdo o
coeficiente de correlacdo desta amostra tem se
ser positivo. Logo, r3 pode corresponder ao coefi-
ciente de correlacao linear desta amostra.

2_ SS, _
27.Sx 10 & 351 10
< SS, =340
Assim:

/ss /340
- r_54 (2 g7
TN, 54/ 450 =08

28. Como o coeficiente de correlagao linear é positivo,
o declive da reta dos minimos quadrados também
é positivo. Logo, a reta t, ndo pode ser a reta dos
minimos quadrados desta amostra.
y=ax+b
Na reta t;: 60 = 10 + 50 é uma proposicao verda-
deira.

Na reta t3: 60 = 10 x 10 + 30 é uma proposicao
falsa.

Logo, a reta t; pode ser a reta dos minimos qua-
drados desta amostra.

14+14+12+10+ys5+6
6

29.y=18x+168 <
-1-2-3-4-5-6

& 56+ys=18x (-21) +100,8
© ys=1

30.

a) Afirmacao falsa.
Ha infinitas retas a que pertence o ponto de coor-
denadas (x, y).

b) Afirmacao falsa.
O coeficiente de correlagdo linear é um valor do
intervalo [-1, 1], logo nunca pode ser inferior a —1.

¢) Afirmagao verdadeira.
15

b=y-ox lee,‘:O
=
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d) Afirmacéo falsa.
Quando nao hd associacdo linear entre as variaveis,
a reta dos minimos quadrados nao deve ser utiliza-
da para prever o valor de y em fungao de x.

Mr=114 o 100+1014+112+x4 — 114
< 313 +x, =456
& x4 =143
y=0,05x+0,7 =
=0,05x114+0,7=
=6,4
T=64 2,7+3,4Z‘:‘3,5+y4 64
< 96+y,=2506
< y,=16

Logo, (x4, y4) = (143, 16).

32. Seja m o declive da reta dos minimos quadrados
da amostra (z, ).
n
2 Z,‘y,'—n;;
i=1

m = =

SS.

Ms

kx,-y,- - nk;;
k2SS,

i=1

M=

 Xidi~ nkxy
k2SS,

n
k(zl x,-y,-— n};)
i=

i

k2SS,

n
.lefyf—nxy
P

kSS,
.% Xiyi—nxy
SS,

X

X
Q
I

~|lQ x|~ x|~

33. S, =16, logo:

SS,
29-1
=SS, =7168

S2=256 <

=2,56

S, =36, logo:
2 = S =
5;=1296 < —§V—29_1 12,96
<SS, = 362,88

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



y=ax+b & 34=a><13—£r'6

= 130=34+@

o 130 = 34r+r45,6

g 34r+ 45,6
13r

. _34r+456 | 7168
13r V36288

34r+ 456 4
r=————""xX=

< 13r 9
O 34r+ 456
%= 13 0

& 117r2=136r+ 1824

< 117r2-136r-182,4=0

136 + V1362 + 4 x 117 x 182,4
2% 117

& r=

Logo, r=1,958 v r=-0,796.
Como r € [-1, 1], entdo r=-0,796.
Logo, r=-0,8.
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A

3¢
XS
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XS
XS
e
N
e
N
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*Y
439,
RS
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*
3%

N
N
t*

2R R R RS
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Temal - Trigonometria e Funcdes 2 :

Trigonométricas A s
Piginas10a19 A
1 B
11 tg30°=2+ag<:>a=% B 6 ¢
Logo, a~=4,8. 21. AC*=7,52=56,25

AB’ + BC? = 4,57 + 62 = 20,25 + 36 = 56,25

12. cos 40°=® S a= COSSOO Como AC*= AB® + B—CQ, entdo, pelo Teorema de
Logo, a=112. Plt?goras, o triAngulo [ABC] é um triangulo
retangulo.
13. 6 4 45 3 6 4
592 2.2. === :—':—; =——=—
o sen o, 755 cos o 755 tga 45
2 _45_3, _6 _4.,g-45_3
, . senp=g5 g csP=75 5 0P=5 =
+77777777—————7fa 777777777777777 > 3
_x _
tg 59°= 3 © x=31959° 31. sen 45° x cos 45° - cos 60° — sen 60° =
tg34°=%@y=3t934° :\fx\f_%_\f:
a=3tg59°+3tg34° :l_l_ﬁ:_ﬁ
Logo, a=7,0. 2 2 2 2
g 3.2. sen 30° + tg 60° x cos 30° + sen 45° x tg 45° =
14.sen 53°=—— < a=5,2sen 53°
52 =l+\/§xﬁ+ﬁx1=
Logo, a=4,2. 2 2 2
o_G _ _52sen53 _1,3. V2 _, V2
sen 45 b@b sen 45° 2+ i 2 2+ 2

Logo, b=5,9.
3.3. cos 30° - sen 60° + sen 30° - cos 60° =

1.5.005400:5—2@01:5,3%5400 :ﬁ_ﬁ+l 1_

' 2 2 2 2
Logo, a=4,1.

b
0=_— = 0o [¢]
tg 40 a+2<:>b (2+5,3 cos 40°) tg 40

3.4.tg 45° + cos 30° + tg 60° — sen 45° =

Logo, b=51.
-1+ M3 4vE- V2
b
16.tg 51°=— < b=atg51°
a _1,3V3-V2
b 2
0= — = o
tg 36 043 < b=(a+3)tg 36
Assim:
atg 51°= (a + 3) tg 36° 4 )
& atg51°-atg 36°=3tg 36° 41.sen?o+cos?o=1 & (%) +cosla=1
_ 3tg3e°
(:)a_thIO—tg?;Go @cosza=1—%@cosza=g
Logo, a=4,3.
Uma vez que o é um angulo agudo, entdo cos o. > 0.
p—_ 31936° . 1o
tg 51° —tg 36° 0 \ﬁ \/5
Logo,coso= /== ——.
Logo, b=5,3. 9 3
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2
42, tq o = SENC _ 3 :LZZ\@
=19 cos o i V5
2\/6 2 4 9
2 = —— = — = —
Logo, tgea+1 ( 5 )+1 5+1 5

5,

51.1-sen?B+2cos?PB=1-(1-cos?P)+2cos?P=
=1-1+cos?B+2cos?P=
=3cos?p

1 1 1 1 _
"senf tgp senp senf
cos
_ 1 cosB _
~senP senP
_1-cos B
~ senf

5.3. (sen B+ cos B)2+ (sen P - cos B)2=
=sen? B+ 2senPcosf+cos?P+sen?f-
-2senBcosP+cos?P=
=2(sen? B + cos? B) =
=2

sen B + l+cosP _
"1+cos B sen P
__senp 1—cosB+1+cosBXsen[3:
l+cosp 1-cos B sen B3 sen f3
_ _senB-senfcos B
1-cos?P sen?f

_ senf- senBcosB

sen?f sen? B
_2senf _
sen? B
2
sen B
6. L 9
—xX—AV
6.. cos (ABV) = i _1
AV 3

Logo, ABV = cos (%) ~70,5°.
6.2 AVB = 180°—2 x cos'! (%) ~38,9°.

6.3. Usando o Teorema de Pitagoras:

. _ __\?2 -
AC’=AB*+BC* & AC’= <§AV> <§AV)

—2 4h——2 40
AC* =2 Avi+ 2 av
< 9 9
@m_gA—v
Logo,ﬁ=¥A_\/.

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

senfB+senfcosP _

senB+senfcosP _

3

N | =
X

cos (AVC) =

=~ 54,7°.

Logo, AVC = cos™

P
w

w

~

180° - cos! (

|
\_/

64. ACV = ~62,6°

il "

Logo, o volume do paralelepipedo é dado por:
- X 4 x1l= 4
tgx 3tgx 3tg?x

b) A 4rea total do parelelepipedo é dada por:

A= ZXAX 4 2><i><1+2>< 4 x1=
3tgx tgx 3tgx
3tgxx tgx 3tgx
8 14

+
3tg?x 3tgx

12. Se x =300, ento:
4 4 4

= = = :4
3 tg2 30° V3  gu L
3><<—> 3
3
8 14
¢ A=3ig? 30° T 3tg30°
_ 8 Lo 14
V32 V3
I [=2 Ix L2
3 3
8 14
B 3><l \/5_
3
+14;/5



81. Pela Lei dos Senos:

sen 59° _sen 450 _ 5 sen 45°
5 x sen 59°
Logo, x = 4,1.

8.2. Pela Lei dos Cossenos:
x2=4,22+532-2 x 4,2 x 5,3 x cos 56°
& x2=45,73 - 44,52 cos 56°
Logo, x = V45,73 - 44,52 cos 56° = 4B.

8.3. 180° - 64° - 55° = B1°
Pela Lei dos Senos:

sen 61° _sen 55° _ 4,5sen61°
X 4.5 sen 55°
Logo, x=4,8.

8.4. Pela Lei dos Cossenos:
x2=42+752-2x4x75xcos 30°
& x2=75,25-60 cos 30°
Logo, x= \/75,25 - 60 cos 30° = 4,5.

8.5. Pela Lei dos Senos:

sen120° _ sen 25° _ 4,5sen120°
x 45 ~ sen25°
Logo, x=9,2.

8.6. Pela Lei dos Cossenos:
x2=3,62+5,82-2x3,6x5,8xcos 100°
& x2=46,5- 41,76 cos 100°
Logo, x = V46,5 - 41,76 cos 100° = 7,3.

91. Pela Lei dos Senos:
sen 124° _ sen® & sen = 3,6 sen124°
58 3,6 58
3,6 senl124°\ |
T) = 31 .
9.2. Pela Lei dos Cossenos:
42=4722+322-2x4,2%x3,2cos0

Logo, 8 =sen™ <

& 16=27.88-29,4 cos 0 < cos 6= =S8

29,4
11,88
29,4

9.3. Pela Lei dos Cossenos:
362=7,22+592-2x%x7,2%x5,9cos 6

< 12,96 =86,65-84,96 cos 0 < cos 0=

Logo, ©=cos™ ( ) ~ 66°.

73,69
84,96
73,69

— ool
Logo, 6 =cos (84,96

)z 30°.
9.4. Pela Lei dos Senos:

sen72° sen® 3,2sen 72°

= & senf=—

5 3.2 5

3,2sen72°

—can-l
Logo, 6 =sen < 5

): 370

9.5. Pela Lei dos Senos:
sen 37° _sen 0 & sen = 5sen37°
31 5 3,1

5sen 37°> 760,

Logo, 6 =sen™!
0go sen( 31

9.6. Pela Lei dos Senos:

sen 56° _sen 0 o sen = 5 sen 56°
42 5 42
5 sen 56°
Logo, 6 =sen?! |[—————) =81°.
0go sen ( 42 )

10.
10.. x =180° + 90°%, k € Z

O

10.2. x =-60° + 180%, k € Z

9

103. x=-30°+90%, k € Z

O

104. x=270°+30%, k€ Z

&

10.5. x = 330° + 180%, k € Z

9

106. x =-210° + 60%, k € Z

O

1.
11
a) Ponto B.
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b) Ponto E cos?o. -1 _ —(1-cos? )
. " sen20-1 Hl-seno)

-sen? o,
—cos? o,
_[seno\?
CcoS o
=tg? o
11 11
¢) Ponto D. " sen?a tg?o seno  sen‘o
cosZa
_ 1  cos?a _
sen?a sen?o
_1-cos?a _
sen? o
_seno
sen? o
d) Ponto E. =1
l-senoe  1-seno  1l+sena
124. = X =
COoS o COoS o 1+sena
a 1-seno
cos o (1 +sen o)
B cos? o,
D cos o, (1 + sen )
COS O
1.2, Por exemplo, 180°, -180° e 540°. l+sena
13. 1 1-2serfo 1-seno-sen?o
. 21 2 2y
a) 480° - 360° = 120°% ponto C. 2cosc o -1 cos- o +cosc o —1
b) -420° + 360° = -60°; ponto F. __cos’a-sen’o
= =
¢) Ponto B. cos® o - (1 - cos‘o)
d) Ponto C. _ cos?a-sen’o
14 ~ cos?a-seno
=1
a) Ponto B.
b) Ponto C 126. sen* 0. - cos* o =
' = (sen? o, + cos2 o) x (sen? o.— cos? o) =
¢) Ponto E. =1x (sen? o. - cos? o) =
d) Ponto D. =sen? o.— cos? o,
0 12.1. sen* o. + sen? o, cos? o, + cos? o, =
seno o, =sen? o (sen? o + cos? o) + cos2 oL =
1 tgoa+seno _ cosa _ =senZox1+cos?o=
tga Sena =senZo +cos? o =
oS o -1
sen oL+ sen oL cos o 18 1 1
8. -sena -cosa|=
sen o,
l-senfo 1-cos?a
COS o = X =
sen o Ccos o
2 2
sen oL+ sen oL cos o -fcosta Ssen"a
sen o seno. COS O
2 2
_seno. (l+cos o) _ _sen‘ocosta _
seno. sen oL cos o,
=sen 0, coS o,
=1+coso
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13.

13.1. sen (450° + x) — tg (900° + x) + sen (-90° - x) =
=sen (360° + 90° + x) — tg (2 x 360° + 180° + x) —
—sen (90° +x) =
=sen (90° + x) —tg x —sen (90° + x) =
=-tgx

13.2. cos (x - 90°) + sen (180° + x) + cos (180° - x) =
=co0s (90°-x) —-senx—-cos x =
=senx—Senx—Ccosx =

=-CoS x

13.3. tg (450° - x) - tg (180° — x) — sen (270° - x) —
—-tg (-270°-x) =
=tg (360° + 90° - x) + tg x — sen (180° + 90° - x) -
-1tg (90°-x) =
=1g (90°-x) +tg x + sen (90° - x) —tg (90° —x) =
=tgx+cosx

134. tg (—x - 90°) + tg (450° + x) + tg (x — 180°) =
=—tg (90° + x) + tg (360° + 90° + x) — tg (180°—x) =
=-tg (90°+x) +tg (90° +x) +tgx =
=tgx

13.5. —cos (270° + x) — sen (x — 180°) - cos (-x — 180°) =
=—cos (180° + 90° + x) + sen (180° - x) —
—cos (180° +x) =
=cos (90° + x) + senx + cos x =
=-senx+senx+Ccosx=
=CoSx

"

W)= T 2kn

oL
6+ 3 ke”Z

9

14.2.x=56—n+k%,kEZ

“)
L
14.3.x=-%“+k§,ke Vi
N
_/
14.4.x:—n+k§,ke z
7
N

15.

151. cos (%—x) + cos (% +x> —-sen (m+x)=
=senx—senx+senx=
=senx

15.2. sen (_32_n+x> +1tg (5 +x) - sen (—%—x) =

——sen (m+Z +x|+tgx+sen|Z+x|=
2 d 2

=sen (%+x>+tgx+005x:

=cosx+tgx+cosx=
=2cosx+tgx

15.3. tg (x—£>+tg (3m-x) +tg (7—n—x)=
2 2
=-1g (%—x>+tg (m—x) +1tg (3n+%—x>=

=-1g (%—x>+tgx+tg (%—x)Z

=-tgx

154. sen <117n —x> - cos (% —x) -sen (29 —x) =
=sen (5n+%—x)—cos (11n+%—x)—sen (m—x)=

T T
=sen (TE+§—X>—COS (n+5—x)—senx=

T T
=-sen(—-x|+cos(--x|-senx=

2 2
=-Ccos x +senx—senx=

=—-C0Sx

15.5. tg (x - @) + cos <—1YTTE +x> +1tg (x—12m) =

— _tg (m-x) + cos (8n+%—x>—tg (127 x) =

=tgx+cos <g—x)—tg (=x) =

=tgx+senx+tgx=
=senx+2tgx

15.6. sen (% + x> -sen (x - 51715) -cos (—x—125m) =

=sen (16w + x) + sen (izn —x) —-cos (125m +x) =

=senx+sen <25n+%—x>—cos (m+x) =

T
=senx+sen (TC‘FE—)C)‘FCOS)C:

I
=senx—sen (E—x>+C05x=

=senx—CcoSx+CoSx =
=senx
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16.
3r 5n
16.1. cos (7 - oc) + cos (7 + oc) -sen (10nt + o) =

e s
=cos(n+§—a>+cos(2n+5+oc)—senoc=

T T
=~ ~—o|+ ~+o|- =
cos (2 oa) cos (2 0c> sen o

=-sen o —seno.—Ssen o =
=-3sena

Uma vez que cos E—Oﬁ :—l = senot=—l
g 2 5 5’

arjw

entdo -3 sen o =-3 x (— %) =

16.2. tg (00— =) + sen (%+0c>=
=-tg (- o) + cos o =tg o + cos o

Ora, cos E—oc =—i = senocz—l
’ 2 5 5

1\2
sen?a+coslo=1 < COSZOCZ].—(——

5
o 00520c=2—4
25
m 3 -
Como o € 2 51 sena. <0, entdo o perten-
ce ao 3.° quadrante, pelo que cos o.=— 24 _
25
__2Ve
° 1
tq o= SO _ 5 1:\/6
9 coso 2V6 2V6 12
5
Logo:
t oc+cosoc=—6— 2V6 =
g 12 5
_ 5V6-24V6 _
60 a
~19Ve
60

1.

171. A (cos o, sen o); B (-cos o, —sen a); C (1, tg o);
D (sen o+ cos a, 0)

m2A(5 %) B(-3 —ﬁ); c(1,V3)

p(1Y3 g
(=2 )

3 4
173A<5 5) ou seja, cosa=r e seno=_.

4
Logo, tg oo =—.
ogo, tgor=—7

) 3 4\ A
Entao, B(—S, - 5), c(1, 3>, D(S, 0).

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

174.C(1, ﬁ , OU seja, tgazi.
7 7
1 1 1
l+tg?a= 1+2=
tlgto co2a +7 cos? o
8. <:>00520c=Z
7 cos’o 8
C Z A l d _i_
omo o é um angulo agudo, cos o= "\ 7o =
_ V14
P

sen?a+costo=1 < sen?a+

< sen?o =

®|— |~
|

s " —1 p—
Como o é um angulo agudo, sen o= NG

2
= ——— . Entéao:
4 ntao

(F ol )

4 4 ' 4

-1<senx<l < -3<3senx<3
< 2<5+3senx<8
Logo, D's=[2, 8].
Dy=R
-1<sen(2x)<1 & 12>-sen(2x)>-1
& 221-sen(2x) 20
Logo, Dy =0, 2].
*D,=R
1 1
—lScos(zx)<l & —6<6c:os<— ><6

M

& 62— 6005(l )>—6

l\)

< 92>3- 6005(l ) -3

Logo, D', =[-3,9].

*3+cosx=0, Vx€R, logo D;=IR.
-1<cosx<1 & 2<3+cosx<4
1 1 2

P 1>—>
3+ cosx 4(:) 3+cosx 2

Logo, D';= [% 1]

T_T T
‘xt_-=_+kn ke”Z =—+kn, keEZ
X+ o= tkn & x g kT

| =

1
= >
<:>2_

Logo, Dj=IR\{x:x=%+kn, ke z}.

Dj=R



x+ L=tk k€EZ o 5x=Ltkn kEZ

6 2 3
_—+k—kEZ
I T
Logo, Dk—IR\{x x—E+k§ kEZ}
D'=R
*D;=R

OScos2<2x+%>sl = 0540052(2x+—2£>54

o 02—40052<Zx+—2£>2—4

1= 323—40052(2x+%>2—1

Logo, D';=[-1, 3].
18.2.

* Uma vez que D's= [2, 8], conclui-se que a fung@o f
nao tem zeros.

*gx)=0 & 1-sen(2x)=0 © sen(2x)=1

N 2x=%+2kn,k€ 7 & x=%+kn.kEZ

_ _ 1 11
hix)=0 & 3 6005<2x> O<:>cos<2x> 2

1 _n l_z
<:>2—3+2kn\/Zx 3+2knkEZ
:%+4knvx=—%+4kn,kel

*Umavez que D= [% 1], conclui-se que a fungao i
nao tem zeros.

) = O<:>2tg(x+3> O@tg( ’3‘>_0

(:)x+§ kn, ke ”Z @x——§+kn keZ

‘k(x)=0 & 1+tg<5x+%>=0
s tg <5x+g)——l & 5x+%=—z—+kn keZ

n  kn
<:>5x—12+knk€Z<:>x—60+ 5 keZ

() =0 o 3—40052<2x+—2£>=0

o cos? 2+ _3 & cos| 2+ )= V3 v
4) 4 4 2
veos(2x+L =—ﬁ
4 2
<:>2x+—2—=%+2knv2x+—Z—=—%+2kn,k€Z

__ T __om
& = 12+2k1rv2x 12+2kn,k€Z

__T __om
& x= 24+k1tvx 24+knkEZ

18.3.
- D;=R

fx)=5+3sen(—x)=5-3senx
Assim, existem valores reais para os quais
f(=x) # f(x) e f(=x) =—f(x), logo a funcdo f nao é par
nem impar.
=R
g(-x) =1-sen (-2x) =1 + sen (2x)
Assim, existem valores reais para os quais
g(-x) #g(x) e g(-x) #-g(x), logo a fungdo g nao é
par nem impar.

-D,=R

_a 1N 1)\_
hiex) = 3 6005( 2x> 3 6005<2x>

=h(x),VxER
Logo, a funcdo h é uma fungao par.

-D;=R

2 _ 2
3+cos (-x) 3+cosx

i(=x) = =ilx), Vx€R

Logo, a fungdo i é uma funcao par.

184.
=[0, 2]
gx)=2 © 1-sen (2x)=2 < sen (2x) =
<:>2x=—%+2kn,kEZ <:>x=——2£ +km ke Z
L
o[t
i(x):l@#=l<:>3+005x=2
3+cosx

& cosx=-1 @ x=n+2kn, ke ”Z

* D' =1[-1,3]

) =3 & 3—40052(2x+%>=3
0

| a

< 4 cos? (2x+

& cos(2x+z)=0
n_m
& 2x+4—2+k1|:, ke”Z

<:>2x=%+kn,k€Z
T Kkm
=—+— k&”Z
< XTg Ty

18.5.

D¢=12,8]
fx) =2 ©5+3senx=2 < senx=-1

o x=-2 1 %n keZ
=[-3,9]

h(x) =-3 < 3-6cos (%x)=—3 & CoSs (%x)zl
= %szkn, k€Z & x=4kn, kKEZ
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-D=[13] 20.

1 1
= - — 2 _TE = AN 2 = — = — = ——
lx) =-1 & 3-4cos (2x+4) 1 201. cos? x , © Cosx=7 v eosx=-o
T
@c052(2x+—4—)=1 (:)x=%+2knvx=—%+2knv
T\ _ T\
®C°S<2x+4)"lvoos<2x+4> . v =—2,;c+2k1tvx———23 L %Un kEZ

S 2x+—75=n+kn, keZ
4 Como x € [-r, [, tem-se que

«:)Zx:%E+kﬂ,k€Z cs.=1% I 2n _2n
3 k "_{3' 3 3’ 3}
_on ke

S x=g T kez 2(].2.25en(2x)=—1<:>Ser1(2’f):_l

2
18.6.

I T
=—= 42k x=n+—+2kn, ke ”Z
alglc+ ) =1-sen (2x+ 7)) =1 sen (2x + 2m) = © =gk v 2e=ntgt 2kn

Logo, a ;ig_éze;(zx;e:rigé(dxi)(;:d);ieliodo . < x=—ﬁ+kn v x‘%"‘k“ keZz

b)h(x+4ﬂ)=3—6Cos<%(x+4n)): Se k=0, vem que x=-= (€ [-m )
=3—6005<%x+2n>= °“x—g( [, =[).

:3_6005(%)(): Se k=1, vem que x=lll—2n(e [-m, n[)
=h(x),Vx € R OuX:llg_Zn(g .

Logo, a fungdo h é periddica de periodo 4m.
Se k=-1,vem que x__li%_n(@ [-m, =)

m\ T\ _ 12
ke g) (s 5) 5 o

oux=--—— (€ [-& x[).
=1+tg<5x+n+%>: 12

. m 1llm  5n
Assim, C.S.Z[—l, —, —,——}.
:1+tg<5x+%): 1212 12 12

2033tg(x+3> 3

=k(x),Vx€R
n —
Logo, a fungdo k é periddica de periodo % & 19 (x +§) =1
1. \/_ (:)x+§=—2i+kn,kez
V2\_=n __m
19.l.arcsen( 7 )—4 (:)x——ﬁﬂm,kez
a Se k=0, vem que x———( [T, =[).
19.2. arctg (%) :% 12
Se k=1, vem que lell_zn (€ [-r, ]).
19.3. arcsen (sen E) =X o 1ln
o 5 Assim, C.S.=—— —L
V3 12 12
Ceos [EV L
194 cos (arcsen (T)) - 0os <3) 2 204.senx (1-2cosx)=0

< senx=0v 1-2cosx=0

1
< senx=0 v COSx=§

& x=kn v x:%+2kn v x=—%+2kn,kEZ
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Se k=0,vemque x=0 (€ [-r, «])

ou x=— (€ [-m, w[) ou x=—£(6 [-m, =[).

i

3 3

Se k=-1,vemque x=-n (€ [-x, «t])
oux=—5—n($ [-m, 7[) ou x=—7—n($ [, [).

3 3

, T T
A , CS.={-m, ——, 0,-L
ssim { T -3 3}

205.2 senxcosx+senx=0

< senx(2cosx+1)=0
< senx=0 v 2cosx+1=0

1
< senx=0 v COSxZ—E
(:)x=knvx=%+2knvx=—2—§+2kn,k€Z
Se k=0,vemque x=0 (€ [-r, «|)
ou x=2?n(€ [-rt, [) ou x=—%(€ [-m, =).
Se k=-1,vem que x=-n (€ [-m, x[)

oux=-2F (& [-m, =[) ou x=-21 (& [, ).

3 ) ) 3
Assim, C.S ={—TC, ?n O?n}
206.2 sen?x-senx-1=0
& senx= @

2.

1
& senx=1 v senx=—§

= x=%+2kn v x=—%+2kn v

v x=76—n+2kn,kEZ
Se k=0, vem que ng(e [-m, w])

ou x=—L (€ [-m, n]) ou x=-"F (& [, n[).

6 6
Se k=-1,vem que x=—52—7C (& [, =[)
oulelTn@ [-rt, ©[) ou x=—56—7C (& [-m, [).
Assim, c.s.z{—%“, —%, o].

21 4sen?x-1=0

10

= senzx—l
4

= senx=l v senx=—l
2 2

N x=%+2kn v x=56—“+2kn v x=76—n+2kn v

v x:llTn+2kn,k€Z

22.1-tg (Zx—%>=0

TE j—
S tg<2x 3>—1

T T
o x——==—">+
2x 372 kn,ke”Z

o n="" ik keZ

12
_Tn
<:>x—24+ 2,kEZ

3. (1+cosx)?=1
< 14+cosx=1v 1+cosx=-1
< cosx=0 v cosx=-2
%ﬁ_/
Eq. impossivel
@ngﬂm,kez

214. sen x cos x = sen (m —x) cos (- x)
& sen x cos x = sen x (—cos x)
Sen x coS x =— Sen x CoS x

&
< 2senxcosx=0

< senx=0 v cosx=0
1SN

km
=— ke”Z
)

2N5.sen?x+2c0s?x=2 < 1-cos?x+2cos?x-2=0
< coslx-1=0 < cos?x=1
< cosx=1vceosx=-1 & x=km,ke”Z

21.6. sen (2x) — cos (2x) =0 < sen (2x) = cos (2x)

< sen (2x) =sen <g—2x>
- 2x=% — v+ 2kn v 2x=n—<%—2x)+2k1t,k€ Z

N 4x=%+2krc v 2x=%+2x+2kn,k€l

%/—/
K Eq. impossivel
T T
S x=—+—keZ
8 2

22.
2. senx >+
2 1 51
Se x € [0, 2n[, entdo senx== < x=L =21

2 6 6

'

g
NE]

_|= 5m
Logo, C.S.—}B, 5 [
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222.2cosx<V?2 & cosx< %

Se x € [0, 2xn[, entdo cosx= Tz

C)X_EV.X—7_TC
4 4"
yk
n
4
o X
7n
4

_|m Tm
Logo, C.S.—L, 4 [

23.tgx<V3 otgx=-V3
Se x € [0, 2x[, entdo tgxz—\/§

o 2R, 0T
3 3
g
o 2
3
0=2n
] x
3n AL
2 3

) 3'2 3’

Lago, c.s.=[o “[u[z—“ ﬁ[u[@ 21{.

24.V2cosx>1 < cosx> %

Se x € [0, 2xn[, entdo cosx= 72

C>x=£vx=7—n
4 4
yk
s
4
0=2n
[0 X
T
Z
Logo, C.S.= |0 EU[1E on
g0.CS.=|0,7, arul
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225. -2 senx>-V3 < senx< V3

2
Se x € [0, 2x[, entdo senx= \/Tg
<:>x=£vx=2—n
3 37
2n yt T
3 3
0=2n
o X
Logo, C.S. = 0, Xy 2—n21t
’ e v3 3! .
226.2tgx>2V3 otgx>V3
Se x € [0, 2xn[, entdo tgxz\/§
<:>)C:£V)C:ﬂ
3 3°
Ey‘ T
2 3
0
o x
4n
3 3n
2

23.

sen|—=+x
21, f(x) = 1+Se<n2(n+)) , __cos “E;x) )
N l+cos|=-x
2

_ Cosx l+senx  cosx l-senx _
l-senx 1l+senx 1l+senx 1-senx

__GCosx  _—Cosx _
l-senx 1l+senx

COS X + SEN x COS X — COS x + Sen x CoS x
1-sen?x

_2senxcosx _
cos? x
senx _

COS x

=2

=2tgx

m



23.2.sen?0+c0s?20=1 < cos2 6= 1—L

16

15

2= 22

& cos“ 0 16
3n V15
Como 96}2 2[temseque cos 6 =- 4

_1
sen 4 1 \/15

99 ose - VIs V15
4

2V15

Logo, f(6)=2tg 6= 15

23.3.f(x)=2tg(%> o 2tgx=2x1 < tgx=1

PN x=%+kn,k€2

24, ’%f(x)‘ < % o ltgxl < \f

o tgx< Atgx>

Se x € [0, 2xn][, ent&o:

V3 o n

tigx=— & x=—F v x=—

3 6 6

e tgx=—— S X=—]/ VX=——

CNE]

0=2xn

24,
241, N(50 + t) = N(t)
Ch0+t)=n _
< A+ Bcos (7180 )
_ Ctr
=A+ Bcos (180)
o cos 50Cr + Ctr\ _ S Ctr.
180 180
5OCn+ Ctr _ Ctrm Lok v
180 180
50Cr + Ctn _ —Ctm
180 =180 +2kn, ke ”Z

< 50C + Ct=Ct+ 360k v

12

V3 _ V3
3 3

v 50C+ Ct=-Ct+ 360k, ke Z
< 50C=360k v 50C+2Ct=360k ke Z

Na&o permite determinar o valor de C.

360
L =——=72
ogo, C= 50

7tn
242, N(t) = A + B cos (180)

aN(0)=10 & A+Bcos0=10 < A=10

63m
N(@9) =125 (:)10+Bcos<180> 12,5

B 2,5
= BCOS(ZO) 25 & 7005(”)

20
Logo, B=5,5.
tr
b) N(t) = 10+5COS(180>
tn Ttr

—15005(180)<1(:>—5 5C0$<180> 5

180
O numero minimo de aves foi 5000 e 0o numero
maximo foi 15 000.

- 5<10+5cos<7“‘) 15

25, o
BLAB=T7
BC —
tgx= 2B © BC=T7tgx
_ A—_B AC - 7
Cosx= 75 = oosx
Logo, o perimetro do tridngulo [ABC] ¢ dado,
em funcao de x, por:
7 1
7+7 + =71+ + =P
tgx COS x ( tgx cos;c) W
1
25.2. P 7l1+tg(Z)+ —— |=
-frenz) )
3
=7<1+\/§++ —7(1+V3+2)=7(3+V3)
2
25.3.E=7_

BC =A
tgx Ye < BC=T7tgx

AD=3
DB=7-3=

tgx= g <:>D—E=3tgx

D
Logo, a drea do poligono [BCED] é dada, em
funcao de x, por:
7Ttgx+3tgx

> X4=5tgxx4=20tgx=Ax)
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254. A(x) =20V3 < 20tgx=20V3 o tgx=V3

Um vez que x € ]O, g[ entdo x =%.

n N S _1
25.5.cos<2+0c>— 3 & -sena 3

& oseno ==
3

2 2 2 1\2
sen‘o+cosca=1 < cos azl—(g)

, _ 8
& cos‘a=g

Uma vez que ae]o,%[, cosoc=\/§= %

1
e 3. 1\
9= N2 T V2 T 4
3
Logo, A(o) =20 tg o= 20 x \f =5V2.
26.
26.1.
Pela Lei dos Cossenos:
42=52472_9 % 5x7XCo0S 0
< 16=74-70cos o
& cosazﬁ
70
. ‘e ,/58
Assim, BAC = o. = cos % =~ 0,59 rad.
26.2.

Pela Lei dos Cossenos:
52=42+4+72-2x4xTxcosp
< 25=65-56cos B

40

=3 cosBzgg

Assim, CBD = 2B=2cos™? <g%> ~1,55 rad.

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

26.3.

26.4.

C
A B
D
2nx5 2n N
= — P,=10 BAC
P, 28AC <
58
P, =10 cos! (2=
= Py cos (70>
Logo, P, =5,9425.
2 X 4 2n 5
= —=_ Ps =4 CBD
p, cCBD T 'E
o Pg=8cos?(22
7 56

Logo, Pg=6,2015.

Assim, o perimetro da regido sombreada é dado
por:

P4+ Pg=5,9425 +6,2015 = 12,14 cm

A
X 52 2n -
X9 __Ah A, =25BA
A, 2BAc © MTHBAC
58
_ -1(2%
< Ay=25cos (70>
Logo, A, =~ 14,8561.
TI:><42: 2n
Ag CBD
& Ag=8CBD

40
Ag= 2cost (==
< Ag=8x2cos (56)

Logo, Ag=12,4031.
2
< CD=10sen o

sen o=

Assim, CD =10 sen (cosl (%)) ~5,5988.
Assim, a drea da regido sombreada é dada por:
Ap+ Ag—Aapsc) =

~ 14,8561 + 12,4031 - 1222988

~ 7,66 cm?

1B




21, 12x+y=1 ¢ y==x+1

911 AC = sen a, logo AB=2 sen o. O declive daretaé m=-1.
Ainclinacdo é a amplitude o tal que

tga=-1 A 0°< @ <180° ou seja, o= 135°.
13. (v, ) = (1, 2) + k(1,-V3), ke R

0C = cos o, logo CD=1-cosa e, portanto,
OE=cosa+1-cosa+1-cosa=2-cosa.

Assim, uma expressao, em fungao de «, para a

area do quadrilatero [AOBE] é: O declive daretaé m=—- V3 _ V3.
(2-cosa) x2sena 1
Ala) = 9 = Ainclinagdo é a amplitude o tal que
4 sen a.—2 cos o sen o tga=-V3 A 0°<a<180° ou seja, o =120°.
= > =
=2 sen o.— Sen a. cos o 14. (x,y) = (0-2) +k(V3,-1), kR
212, 41 . O declive daretaé m= —% = —%.

Ainclinacdo é a amplitude a tal que

tgo = _é A 0° < <180° ou seja, o = 1500,

Q
e

S

m

=

2
B 21 m=tg @):\@
AB=2senco e CE=2-2 cos a pela alinea Assim, uma equacao reduzida da reta é da forma
anterior. y= V/3x + b, Como A pertence a reta, tem-se:
Pelo Teorema de Pitagoras: V3=V3x(-2+b & b=3V3
d?= (2 sen o) + (2 -2 cos o> Logo, a equagao reduzida da reta é y = V3x+3V3.
o d?=4sen?o+4—8cos o+ 4cos? o Se o declive da reta é¢ V'3, entdo um vetor diretor
& d?=4(sena +cos? a) + 4 — 8 cos o da reta pode ser, por exemplo, o vetor de coorde-
o d2=8-8cos a nadas (1, \/§).
Logo, d(c) = /8- 8 cos o Assim, uma equacao vetorial da reta pode ser:
(r,y) = (-2, V3) + k(1, V3), k€ R
213.0C=CE < cosa=2-2cosa < 3C0sa=2 5 /3
) 2.2.m=tg<—>=——
S cos o= 3 6 3
) Assim, uma equacao reduzida da reta é da forma
Logo, o =cos™ (—) ~0,84 rad. 3
3 y=- 3 x + b. Como B pertence a reta, tem-se:
214.d=2 < V8-8cosa=2 < 8-8cosa=4
1
@cosa=§ —1:—%x 3+b < b=0
T -
Uma vez que o € [0’ 5]‘ tem-se que o= Logo, a equacao reduzida da reta é y =- %x.
T “ G . A I: . Se o declive da reta é — ﬁ entao um vetor diretor
ema Il - teometria Analitica 3
Paginas 22229 da reta pode ser, por exemplo, o vetor de coorde-
nadas (-3, V3).
1 Entdo, uma equaciao vetorial da reta pode ser:
3=Var e y=Y3,1 (x.3) = (V3,-1) + k-3, V3), k€ R
3
3
23 m=tg(—|=-1
O declivedaretaé m= ﬁ 9 ( 4 )
3 Assim, uma equacdo reduzida da reta é da forma
Ainclinacdo é a amplitude o tal que y=—x+b.
V3 Como a reta interseta o eixo Oy em y = 5, tem-se

tga=—— A 0°<a<180° ou seja, a=30° _ , ,
g 3 " “ usela o que a equacgao reduzida da reta é y =—x + 5.
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Se o declive da reta é -1, entdo um vetor diretor
da reta pode ser, por exemplo, o vetor de coorde-
nadas (-1, 1).

Entdo, uma equagao vetorial da reta pode ser:
(x,»)=(0,5) +k(-1,1), ke R

24. m=tg (%) = %

Assim, uma equacédo reduzida da reta é da forma

y= ﬁx +b.
3
Como a reta interseta o eixo Ox em x = -1, tem-se:
O=ﬁx(—l)+b = b=ﬁ
3 3
Logo, a equagdo reduzida da reta é y = % x+ %

Se o declive da reta é % entdo um vetor diretor

da reta pode ser, por exemplo, o vetor de coorde-
nadas (3, \/5).

Entdo, uma equacéo vetorial da reta pode ser:
(x,7) = (-1, 0) + k(3, V3), kR

3. A reta a passa nos pontos de coordenadas (-3, 0) e
(0, 1), logo o seu declive é dado por % = %
Ainclinag3o de a é a amplitude o tal que

tga =% A 0°< o <180° ou Seja, o = 18,4°.

A reta b passa nos pontos de coordenadas (0, 3) e
3

0-4 4
Ainclinacdo de b é a amplitude o tal que

(4, 0), logo o seu declive é dado por

tga= ——3’: A 0°< o <180° ou seja, o= 143,1°.

A reta ¢ passa nos pontos de coordenadas (3, 3) e

(0, 0), logo o seu declive é dado por 2:8 =1 Ain-

clinagdo de c é a amplitude oo tal quetg oo =1 A
A 0°< 0, <180° ou seja, o = 45°.
A reta d passa nos pontos de coordenadas (-1, 3) e

-2

(0,1), logo o seu declive é dado por _31 10

Ainclinac3o de d é a amplitude o tal que
tga=-2 A 0°<a<180° ou seja, o. = 116,6°.
4.
— —>
4. AB - FE =2x2xcos 0°=4
—  —>
42. AB - CD =2x2xcos90°=0
43. AH * ED =2 x 2 x cos 180° = -4
44.GH - BC =2 x 2 x cos 135° = -2\/2
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Calculo auxiliar

_180°x (8 -2)
8
angulo interno do octdgono.

= 135°, sendo o a amplitude de um

—  —>

51.AB Ll =2x4xcos0°=8
— >

52 AF "EK =2x5xco0s90°=0
—  —>

53.BE - UG =4 x 4 x cos 120°=-8
—  —>

54. H - CF =2 x4 xcos 120°=-4

55.GJ  LE = 4xV 9xcos(KﬁE)=

— 4x V29 % 2\/_ -8

Calculos auxiliares

Pelo Teorema de Pitagoras:

LE?=22+52 o [E2=29

Ou seja, LE = V29,

. ~ LK 2 2V/29
Assim, cos (KLE) = —— = =
KLE) LE V29 29

56.BC - EL =2 x \/29 x cos (180° - KL E) =

=2><\/ﬁx<— 2\2/92_9 )2—4

6.1.r:y=%x+2

Um vetor diretor de r é, por exemplo, 7(2, 1).
$:2y-3x+4=0 & yZ%x—Q
Um vetor diretor de s é, por exemplo, S(2,3).
rs=2x2+1x3=7
17l =V22+12=V5
ISl =V22+32=V13

i
C0S 0= 7E VT
Logo, a amplitude do angulo entre as retas re s é,
aproximadamente, 29,7°.

62 (x,y)=(1,2) +k(2-1),kER

Um vetor diretor de r é, por exemplo, r(2,-1).
si(x,»)=(1,2) +k(-3,1), ke R

Um vetor diretor de s é, por exemplo, s_>(—3, 1).
rs =2x(=3)+(1)x1=-7

171 =V22+ (-1)2=V5
15°11=V(-3)2+12=V10
-7

54T VExVIo

Logo, a amplitude do angulo entre as retas re s é,
aproximadamente, 8,1°.
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63.r (x,y,2)=(1,2,0)+k(-1,2,-1), ke R
Um vetor diretor de r é, por exemplo, r(1,21).
s (%12 =(1,00)+k(0,1,2),keR
Um vetor diretor de s é, por exemplo, s_>(0, 1, 2).
F s =(1)x0+2x1+1x2=4
171 =V{1)2+22+12=V6
Is'1=V02+12+22=V/5

|4

cos o= " /=" N5
Logo, a amplitude do dngulo entre as retas re s é,
aproximadamente, 43,1°.

64.r (v, y,2)=(1,-2,1) +k(-2,3, 1), kE R

Um vetor diretor de r é, por exemplo, 7(—2, 3, 1).
ssy=1Ax=z

Um vetor diretor de s é, por exemplo, s'(1,0,1).
5

rs=(2)x1+3x0+1x1=-1
I71=V/(2)2+32+12= V14

1571 =V12+02+12=\?2
-1
COSO="\14x V2

Logo, a amplitude do angulo entre as retasre s é,

aproximadamente, 79,1°.

1
NG V+w) =0 vV+0 w=
=—2+O=
=-2
12(0-V) W+V)=u u-vV V=
= 12- IV I12=
=52_92_
=21
13.(-V) @2V -u)=-2V "V +vV U=
=20V 12+ 0V =
=2x22-2=
=-10
4.0 +V) (V-w)+V w=
e e e e e A
=uU'v-u"w+v'v-v w+yVv ' w=
- =S S o —
=uvV-uw+lvl?=
=2-0+22=
=2
8.
8L vV =NVl cos (0, V) =
T
=V3x6 ==
X XCOS<6>
= 3x6x%=9

16

Calculo auxiliar

171 =VV2)2+ )2=V2+1=V3

82 (W -V) (U-V)=

m(V2-1)=2
2 V2+1
= m= \/5_1 X \/§+1
2V2+2
2-1
o m=2+2V2

84. 00 >0 o (V2,-1): (-V8,5k+k?) >0
& ~4-5k-k2>0
o k2+5k+4<0
s ke l-4,-1]

Calculo auxiliar

_5+ _
K24 Bk+4=0 o k= 22 V2716 ”22516
5+V09
& k=
2
o g 5%3
2

=V

4 1 |o
R e S —>
9.AB-AM =AB - (AB +BM) =
— - =
=AB -AB + AB ' BM =
— — —
=ABII2+ |ABIl x IBM |l cos 120° =
—a?+axZx(-1)=
2 2
1
—2-=—(2=
a*-7a
3a?

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



AExAD _
_2
@ﬂfx4=12
< AE=3
— —> —> —> —
ED -DC =(EA + AD)DC =
— —> — —>
=EA -DC +AD ' DC =
=3 x4 xcos180°+ 4 x 4 x cos 90° =

10- A[ADE] :6 (=4 6

=-12
1. 3
M.2y-3x+4=0 & y=5x—2
O declive desta reta é % logo o declive de qual-

quer reta que lhe seja perpendicular é —%. Assim,
a equacao reduzida de uma reta perpendicular a

reta dada é da forma y = - % x + b. Como a reta

contém o ponto A:

l=—z><2+b<:>b=1
3 3

~ 2 7

Logo, a equacao pedida € y = _Ex +§.

N2 (x,y) = (1, 2) + k(2,-1), k € R

O declive desta reta é —%, logo o declive de qual-

quer reta que lhe seja perpendicular é 2. Assim, a
equacao reduzida de uma reta perpendicular a
reta dada é da forma y = 2x + b. Como a reta con-
tém o ponto A:

1=2%x2+b & b=-3

Logo, a equagdo pedida é y = 2x - 3.

x-2_y-2

2 3
é, por exemplo, r'(2, 3), pelo que o declive desta

11.3. Um vetor diretor da reta definida por

reta é % Logo, o declive de qualquer reta que lhe

seja perpendicular é - % Assim, a equacéo redu-
zida de uma reta perpendicular a reta dada é da

formay = _2 x +b. Como a reta contém o ponto A:

2 7
1=-2%2+b o b="
3% <973

Logo, a equagado pedida é y = —%x + %

1.4. Um vetor diretor da reta definida por
x=k
ke R
y=1-2k

é, por exemplo, r'(1,-2), pelo que o declive desta
reta é —-2. Logo, o declive de qualquer reta que

lhe seja perpendicular é % Assim, a equagao
reduzida de uma reta perpendicular a reta dada
é da forma y = %x + b. Como a reta contém o

ponto A:
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1=%x2+bc:b=0

Logo, a equagao pedida é y =%x.

12

2.0V =2x0+0x3+4x(-2)=0+0-8=-8
Como ¢ v <0,o0 angulo formado pelos vetores
- o,
u ev éobtuso.

1220V =1x5+2x0+V5x(-V5)=5+0-5=0
Comou v =0,0 angulo formado pelos vetores
U eV éreto.

123.0 V=2x3+(-3)x(-1)+1x(-2)=6+3-2=7
Comod v >0,0 angulo formado pelos vetores
U eV éagudo.

13.

BLY V=0 20+2+2a+2=0
< ba=-4
< a=-1

B20 V=0 3+a02-20-a-1=0
o a?2-3a+2=0
3+V9-8
2
< a=1va=2

Wi V=0 +v)w
& (m1,1) (2m-1,-3)=(m11)+
+(2,m-1,-3))  (2-m, m,m)

S 2m+m-1-3=2+mm,-2) (2-m,m, m)
o 3m-4=4-m?2+m?2-2m

< 5m=8

om=2

5
15.A_B>=(1, 2,1)-(1,1,m=(0,1,1-m)
A?=(2,1,1)—(1,1,m)=(1,0,1—m)

AB-AC=(0,1,1-m) (1,0,1-m)=
=(l-mx@1-m=m?-2m+1
IABI = V02 + 12+ (1-m)2=V1+ (1-m)2
IACI =V12+02+ (1-m)2=V1+ (1-m)?
N
cos (AB,AC) = cos 60°
m2-2m+1

1

S VI+@-m2x Vit (1-m)? 2
o mPe2mel 1

T+0-m2 2
& 2m?-4m+2=1+1-2m+m?
& m?2-2m=0
< mm-2)=0
S m=0v m=2
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16. Seja L_I)(CI, b, ¢) um vetor nas condigdes do enunciado.
1

(a,b,c)(-1,1,0)=
< 3(a,b,0):(1,1,1)=0

b=a+1
a+b+c=0 < ja+a+1+c=0
2

- b=1 b=0
& @{cz—l v {c=1
6a?+6a=0 a=0 a=-1
Assim, 7'(0,1,-1) ou U'(-1, 0, 1).
11.
1. AB = (-3,3,6) - (3,5, 3) = (-6, -2, 3)
BC = (-5,0,0) - (-3, 3, 6) = (-2, -3, -6)
CD =(1,2,-3)-(-5,0,0)= (6,2, -3) =— AB
DA =(3,5,3)~ (1,2, -3) = (2,3,6) =— BC
Ent3o, [AB] é paralelo a [CD] e [BC] é paralelo a
[DA].
IABI=ICD I = V(-6)2+ (-2)2+ 32 =
=V36+4+9=V49=7
IBC I = IDA || = V(2)2 + (-3)2 + (-6)2 =
=V4+9+36 \/— 7

Logo AB=BC=CD=DA.

AB -BC =(-6,-2,3)"(-2,-3,-6)=12+6-18=0
Logo, [AB] é perpendicular a [BC] e, como [AB] é
paralelo a [CD] e [BC] é paralelo a [DA], entdo os
restantes lados também sao perpendiculares dois
a dois. Logo, [ABCD] é um guadrado.

17.2. Seja u'(a, b, ¢) um vetor ndo nulo,ii)mul’g)nea—
mente perpendicular aos vetores AB e BC, tal

que Il =7.
o =
u-AE)=O {(a,b,c)'(—B,—2,3)=O
uU'BC=0 o13(abc):(-2,-3-6)=0
{m:? Va2 +b2+c2=7
-6a-2b+3c=0
<! -20-3b-6¢c=0
{02+b2+c2=49

-20-3b-2(6a+2b)=0

3c=6a+2b
o
a’+b%+c?=49

18

_ B6a+2b C=6a—4a

3 3
& -20-3b-120-4b=0 < <b=-2a
a’+b?+c?=49 a?+ b2+ c? =49

_ 2
3
s b=-2a

2 2
az+402+%—49 4907 =49

—_— c=2 c=-2
= &ib=-6 v {b=6
a’?=9 a=3 a=-3

Entao, U'(3,-6, 2) ou U (-3, 6, -2).

eu (3 -6, 2), obtém-se os pontos:
E (3,5,3)+(3,-6,2)=(6,-1,5)
F=(-3,3,6)+(3,-6,2)=(0,-3, 8)
G=(-500)+(3,-6,2) =(-2,-6,2)
H=(1,2,-3)+(3,-6,2) = (4,-4,-1)
+ Se u' (-3, 6,-2), obtém-se os pontos:
=(3,5,3)+(-3,6,-2)=(0,11,1)
+(-3,6,-2)=
+(-3,6,-2) =
+(-3,6,-2)=

(-6,9, 4)
(-8,6,-2)
(-2, 8,-5)

- -
(u+v+w)=
— A A e
U+ v:'v+v - w+

=22+0+2x1xcos +0+22+2x1x

3
6

xcos<£)+lx2xcos(£)+lx2><

6

xcos( +12=

=11+2V3
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e 3tcoos ()12
T

Seja oo a amplitude do angulo formado pelos veto-
- 5 5 o ~
resu +v eu —-v.Entdo:

_ 8 _
cosol= —fF7——7— =
J3 |17
2 2

_ 16
V23x V17
Logo, a = 36°.

20.

201. O lugar geometnco dos pontos P(x, y) do plano
tais que AP BP = 0 é a circunferéncia de dia-
metro [AB]:
x-2,y-1)"(x-1,y-3)=0
& x2-x-2x+2+)?2-3y-y+3=0
& x2-3x+)2-4y=-5

o x2—3x+%+y2—4y+4=—5+%+4
2
o3 g

Ou seja, a circunferéncia de centro (% 2) e raio

igual a

J 2

20.2. O lugar gg))méir)ico dos pontos P(x, y) do plano
tais que AC - CP =0 ¢é a reta tangente a circun-
feréncia de centro A no ponto C ou é a reta per-
pendicular a reta AC que passa no ponto C:

(-3,-2) x+1,y+1)=0 & -3x-3-2y-2=0

& 2y=-3x-5
3 5
= yZ—Ex—E

Calculo auxiliar

AC = (-1,-1) - (2,1) = (-3,-2)

20.3. O lugar giomét_gico dos pontos P(x, y) do plano
tais que BC * MP =0, onde M é o ponto médio de
[BC], é a mediatriz do segmento de reta [BCJ:
(-2,-4) (x,y-1)=0 & -2r—4y+4=0

S by=-X+4

= y=—%x+l
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Calculos auxiliares

BC 3)=(-2,-4)

=(-1,-1)- (1,
M= (%Q) ©,1)

N

2.
A1.2(x-1)+1(y-1)+3(z-2)=0
& 2x-2+y-1+3z-6=0

S x+y+3z-9=0
N2.-3(x-1)+1(y+1)+0(z-2)=0

< -3x+3+y+1=0

& -3x+y+4=0
N3.1x-0)-2(y+1)+1(z-1)=0

o x-2y-2+z-1=0

S x-2y+z-3=0

22,

221 A_B> =(2,1,3)-(1,2,3)=(1,-1,0)
AB =(3,1,2)-(1,2,3)=(2,-1,-1)
Seja L7(a, b, ¢) um vetor nao nulo_,)similtanea—
mente perpendicular aos vetores AB e AC.

- >
[u “AB =0 [(a,b,c)'(l,—l,0)=0
[

o5 =

u-AC =0 (@ bc)(2,-1,-1)=0
a-b=0 a=>b

R4 R4
20-b-c=0 2b-b-c=0
a=b

=
c=b

Assim, i/ (b, b, b), b € R\ {0].
Por exemplo, se b =1, obtém-se L?(l. 11).
Entéo, LT(l. 1, 1) é um vetor normal ao plano e
A(1, 2, 3) é um ponto do plano:
1x-1)+1(y-2)+1(z-3)=0
< x-1+y-2+2z-3=0
S xtytz- 6=0
22. AB =(21,-1)-(1,1,1)= (1, 0,-2)
AC =(5,-1,0)- (1,1,1) = (4,-2,-1)
Seja L7(a, b, ¢) um vetor nao nulo_,)similtanea—
mente perpendicular aos vetores AB e AC.

o >
{U'ABZO {(a.b,c)-(l,O,—Z)zo
o

N =
u-AC =0 (a,b,c) (4,-2,-1)=0
a-2c=0 a=72c
& &
4a-2b-c=0 8c-2b-c=0
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Assim, J(zc, % c, c>, ceR\{0}

Por exemplo, se ¢ = 2, obtém-se L7(4, 7,2).

Entao, L7(4, 7, 2) € um vetor normal ao plano e
A(1, 1, 1) é um ponto do plano:
4x-1)+7(y-1)+2(z-1)=0

S bx—-4+Ty-T7+2z-2=0

& 4x+Ty+22:-13=0

223.AB = (2,-3,0) - (2,2, 1) = (4, -5, -1)

AC =(1,3,-2) - (-2,2,1) = (3,1,-3)
Seja tf(a, b, ¢) um vetor nao nul%similtanea-
mente perpendicular aos vetores AB e AC.

o =
[u "AB =0 [(a, b,c)(4,-5-1)=0
&
o =
u-AC =0 (a,b,c)"(3,1,-3)=0
4a-5b-c=0 c=4a-5b
= =
3a+b-3c=0 3a+b-12a+15b=0
P )
_ c=4aqa 160
= = 9
-9a0+16b=0 bzﬁa
CZEG
16
< 9
bZECJ
Lo 9 19
Assim, u(u, 16 a, 16 a), a e R\ {0}

2.

21
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Por exemplo, se a = 16, obtém-se L7(18, 9,19).
Entao, L7(16, 9, 19) é um vetor normal ao plano e
A(-2,2,1) é um ponto do plano:
16(x+2)+9(y-2)+19(z-1)=0

< 16x+32+9y-18+192-19=0

< 16x+9y+192-5=0

Um vetor diretor da reta r é r_)(O, 1, 0) e um vetor
diretor daretas é ?(0, 1, 0).

Logo, as retas r e s ou sdo paralelas ou sao coin-
cidentes.

Um ponto da reta s é o ponto de coordenadas

(1,0, 2).
Substituindo na equacédo da reta r:
1=1
(1,0,2)=(1,1,3) +k(0,1,0) & { 0=1+k,
2=3

que é uma condigao impossivel.

Entdo, o ponto de coordenadas (1, 0, 2) ndo per-
tence a reta r. Logo, as retas r e s sdo paralelas.
Sabe-se que A(1, 1, 3) é um ponto da reta re que
B(1, 0, 2) é um ponto da reta s.

_
AB=(1,0,2)-(1,1,3)=(0,-1,-1)

Seja lT(CI, b, ¢) um vetor nao nulgsimultanea-
mente perpendicular aos vetores AB e r.

o =
u-AB=0 (a,b,c)-(0,-1,-1)=0
ur=0 (@ b,c)-(0,1,0)=0

-b-c=0 c=0

& &

b=0 b=0

Assim, t'(a, 0, 0), a € R\ {0}.

Por exemplo, se a =1, obtém-se 17(1, 0, 0).

Entao, L7(1, 0, 0) é um vetor normal ao plano e
A(1,1, 3) é um ponto do plano:

1x-1)=0 & x-1=0

23.2. Um vetor diretor daretaré r'(1, -1, -1).

Um vetor diretor dareta s é s_>(2, 3,-1).
Logo, as retas r e s ndo sao paralelas porque

N . 1 -1_-
estes vetores ndo sdo colineares ¥ 3 )

O ponto de coordenadas (1, 0, 2) pertence as duas
retas. Logo, as retas re s sdo concorrentes.
. d ~ .
Seja u'(a, b, ¢) um vetor ndo nulo, simultanea-
. - =
mente perpendicular aos vetoresr e s’.

u-r=0 (@b, o) (1,-1,-1)=0
=
U s=0 (@b, c)(2,3-1)=0
a-b-c=0 c=a-b
= =
20+3b-¢c=0 20+3b-a+b=0
c=a-b c=-5b
= =
a+4b=0 a=-4b

Assim, U’ (-4b, b, -5b), b € R \ {0].

Por exemplo, se b =1, obtém-se L7(—4, 1,-5).
Entao, L7(—4, 1,-5) é um vetor normal ao plano e
A(1, 0, 2) é um ponto do plano:
-4(x-1)+1(y-0)-5(z-2)=0

& “4x+4+y-5z+10=0

& —4x+y-5z+14=0

23.3. Um vetor diretor da reta ré (3, 2, -1) e um vetor

diretor daretasés' (0,1, 2).
Logo, as retas r e s nao sao paralelas porque

. , 0 1 2
estes vetores ndo sao colineares —3— * 5 * I .
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O ponto de coordenadas (1, O, 1) pertence as
duas retas. Logo, as retas r e s sdo concorrentes.
. — ~ .
Seja u'(a, b, ¢) um vetor nao nulo, simultanea-
. - =
mente perpendicular aos vetores r e s'.

ur=0 (@b, o) (32-1)=0
f=—1
U5 =0 (@, b,c) (0,1,2=0
3a+2b-c=0 3a-4c-c=0
= =
b+2c=0 b=-2c
G=§C
- 3
b=-2c

Assim, J(% ¢, -2¢, c>, ce R\ {0}

Por exemplo, se ¢ = 3, obtém-se 47(5, -6, 3).
Entao, L7(5, -6, 3) é um vetor normal ao plano e
A(1, 0, 1) é um ponto do plano:
5x-1)-6(y-0)+3(z-1)=0

& bx-5-6y+3:-3=0

& bx-6y+3:-8=0

234. Um vetor diretor da reta r é r' (-2, 4, 6) e um

vetor diretor dareta s é s_>(1, -2,-3).

Entdo, r = -25, pelo que os vetores sao colinea-
res e as retas r e s ou sao paralelas ou sao coin-
cidentes.

Um ponto da reta r é o ponto de coordenadas
(2,-1,2).

Substituindo nas equacdes da reta s:

2=2+k k=0
-1=1-2k < 1-1=1, que éum sistema
2=-2-3k 2=-2

impossivel.

Entao, o ponto de coordenadas (2, -1, 2) nao per-
tence a reta s. Logo, as retas r e s sdo paralelas.

Sabe-se que A(2, -1, 2) € um ponto da reta r e
que B(2,1,-2) é um ponto da reta s.
AB =(2,1,-2)-(2,-1,2) = (0, 2, -4)

Seja L7(a, b, ¢) um vetor ndo nulo, simultanea-
. = >
mente perpendicular aos vetores AB er.

o =
U AB=0 (a,b,¢)(0,2,-4)=0
(==
U-r=0 (a,b,c) (-2,4,6)=0
2b-4c=0 b=2c
L= L=
-2a+4b+6c=0 -2a+8c+6c=0
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b=2c
=
a=7Tc
Assim, L7(7c. 2¢c,¢c), c € R\ {0}
Por exemplo, se c =1, obtém-se t7(7, 2,1).
Entao, L7(7, 2, 1) é um vetor normal ao plano e
A(2,-1, 2) é um ponto do plano:
Tx-2)+2(y+1)+1z-2)=0
o x-14+2p+2+2-2=0
& Tx+2y+z-14=0

24,

241. A(1, 2, 3) é um ponto exterior aretare B(2, 1, 2)
€ um ponto da reta r.
AB=(212-(123)=(,-1-1)

Um vetor diretor daretaré ?(0, 1,0).
Seja L?(CI, b, ¢) um vetor nao nulo, simultanea-
mente perpendicular aos vetores A—B> er.

oS >
U-AB=0 (@b, o) (1-1-1)=0
L=
Ur=0 (@ b, c)-(0,1,0=0
a-b -c=0 a=c
= =
b =0 b=0

Assim, i/ (c, 0, ¢), ¢ € R\ {0].

Por exemplo, se c =1, obtém-se L_f(l, 0, 1).

Entao, L7(1, 0, 1) é um vetor normal ao plano e
A(1, 2, 3) é um ponto do plano:
1x-1)+0y-2)+1(z-3)=0

< x-1+2z-3=0

< x+z-4=0

24.2. A(-1, 2,1) é um ponto exterior a reta re B(2,1,-2)
é um ponto daretar.
AB=(21,-2) - (-1,2,1) = (3,-1,-3)
Um vetor diretor daretaré ?(2, 3,-1).
Seja LT(a, b, c) um vetor nao nulcgsimultanea—
mente perpendicular aos vetores AB e r

o =
u-AB =0 (a,b,c) (3,-1,-3)=0
&
u'r=0 (@ b,c) (2,3-1)=0
3a-b-3c=0 b=3a-3c
o o
20+3b-c=0 20+9a-9-¢c=0
b=3a-3c b=3><%c—3c
< 1 10
11la=1 =—
a 300 a 110
bZ—EC
"
11
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. —(10 3
Assim, u <11 c, - 11c, c), c € R\ {0}

Por exemplo, se ¢ =11, obtém-se L_f(lO, -3,11).
Entao, L7(10, -3,11) é um vetor normal ao plano e
A(-1, 2, 1) é um ponto do plano:
10x+1)-3p-2)+11(z-1)=0

< 10x+10-3y+6+11z-11=0

< 10x-3y+11z+5=0

24.3. A(1, 1, -2) é um ponto exterior a retare B(1, 0, 1)

€ um ponto da retar.

AB = (1,0,1)-(1,1,-2)=(0,-1, 3)

Um vetor diretor daretaré r_>(2, 2,-1).

Seja L7(a, b, ¢) um vetor ndo nulo, simultanea-
. B o

mente perpendicular aos vetores AB er.

o =
U AB=0 (a,b,¢)*(0,-1,3)=0
S
7 r=0 (a,b,c)(2,2,-1)=0
—b+3c=0 b=3c
<:> <:>
2CI+2b_C:0 2C’+6C_C:0
b=3c b=3c
PN 2=
5
{2a=—50 [CF‘EC

2
Por exemplo, se ¢ = 2, obtém-se L7(—5, 6, 2).
Entao, L7(—5, 6, 2) é um vetor normal ao plano e
A(1,1,-2) é um ponto do plano:
Sx-1)+6(p-1)+2(z+2)=0
& Sx+5+6y-6+2z2+4=0
< -5x+6y+2z+3=0

Assim, U><— Ec. 3c, c), c e R\ {0}

244. A(-2,-1, 2) é um ponto exterior aretare B(2,1,1)

€ um ponto da retar.

AB=(2,11)-(-2-12) = (42 -1)

Um vetor diretor da retar é 7(2, 3,0).

Seja L7(a, b, ¢) um vetor nao nulo, simultanea-
. G

mente perpendicular aos vetores AB e r.

N >
U AB=0 (@ b,c) (42,-1)=0
=
u-r=0 (@ b,c)-(230)=0
4a+2b-c=0 —6b+2b-c=0
= = 3
20+3b=0 a=—5b
c=-4b
< 3
GZ—Eb
Assim, J(—%b, b, —4b), be R\{0].

Por exemplo, se b =2, obtém-se L7(—3, 2,-8).
Entao, L7(—3, 2, -8) é um vetor normal ao plano e
A(-2,-1, 2) é um ponto do plano:
Bx+2)+2(p+1)-8(z-2)=0

o 3x-6+2y+2-8:+16=0

< -3x+2y-82z+12=0

251. (2,1, 5) e (1, 2, 3) sfo vetores paralelos ao plano o

e o ponto de coordenadas (0, 0, 0) é um ponto
deste plano.
Assim:
(x,»2)=(0,0,0)+5(2,1,5 +t(1,2,3),s,t€R
S (61, z)=s5(2,1,5+t1,23),s,t€ R, éuma
equacao vetorial do plano o.

x=2s+t

y=s+2t s teR

z=5s+3t

é um sistema de equacdes paramétricas do
plano o.

2%2.AB =(2,1,4) - (1,2,3)=(1,-1,1)

AC =(-1,2,4) - (1,2,3) = (-2,0,1)

—> —>
AB e AC sao vetores paralelos ao plano o e o
ponto A é um ponto deste plano.
Assim, (x,y,z) =(1,2,3) +s(1,-1,1) + (-2, 0, 1),
s, t € IR, é uma equacao vetorial do plano c.

x=1+s-2t

y=2-5s s, teR

z=3+s+t

¢ um sistema de equacdes paramétricas do
plano o.

25.3. Por exemplo, os vetores 4'(0, -1, 2) e v'(-2, 1, 0)

sao perpendiculares ao vetor dado e, portanto,
sdo vetores paralelos ao plano o. O ponto de
coordenadas (2, 1, 4) é um ponto deste plano.
Assim, (x,y,z) = (2,1, 4) +s(0,-1, 2) + t(-2, 1, 0),
s, t € R é uma equacéo vetorial do plano o.

x=2-2t

y=1l-s+t ,s,t€R

z=4+72s

é um sistema de equacdes paramétricas do
plano o

254. Um plano paralelo ao plano de equagdo

x + 2y + 3z -4 =0 tem como vetor normal, por
exemplo, (1, 2, 3). Os vetores (0, -3, 2) e
V'(-3,0,1), por exemplo, sdo perpendiculares ao
vetor de coordenadas (1, 2, 3) e sdo vetores
paralelos ao plano o. O ponto de coordenadas
(2,1, 1) é um ponto deste plano.
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Assim, (x,y,z) = (2,1, 1) +s(0,-3, 2) + (-3, 0, 1),
s, t € R é uma equacao vetorial do plano o.
x=2-3t
y=1-3s
z=1+2s+t

s, tER

é um sistema de equacdes paramétricas do
plano o.

25.5. Um vetor normal ao plano de equacéo
2x+y+z+1=0¢, porexemplo, (2,1,1) e é um
vetor paralelo ao plano a.

AB = (2,1,3)-(1, 2 3)=(1, -1, 0) também é um

vetor paralelo ao plano o.

O ponto de coordenadas (1, 2, 3) € um ponto

deste plano.

Assim, (x, v, z) = (1, 2, 3) +s(2, 1, 1) + t(1, -1, 0),

s, t € IR é uma equacéo vetorial do plano o
x=1+2s+t
y=2+s-t
z=3+s

5, teER

é um sistema de equacdes paramétricas do
plano o

25.6. O vetor (1, 0, 0) é paralelo ao plano o, visto que o
plano o é paralelo ao eixo Ox.
AB = (-2,1,1) - (1, -2, 3) = (-3, 3, -2) também ¢é
um vetor paralelo ao plano o. O ponto de coorde-
nadas (1, -2, 3) é um ponto deste plano.
Assim, (x, y,z) = (1,2, 3) +s(1, 0, 0) + t(-3, 3,-2),
s, t € R é uma equacéo vetorial do plano o.

x=1+s-3t
y=-2+3t s, teR
z=3-2t

é um sistema de equacdes paramétricas do
plano o

26.

261. As coordenadas dos pontos do eixo Ox sdo da
forma (x, 0, 0), sendo x um numero real. Entao:

2x+0-0+1=0 <:>x=—%

Logo, o plano a interseta o eixo Ox no ponto de
coordenadas (— % 0, 0).

As coordenadas dos pontos do eixo Oy sao da
forma (0, y, 0), sendo y um nUmero real.

Entao:

O+y-0+1=0 & y=-1

Logo, o plano a interseta o eixo Oy no ponto de
coordenadas (0, -1, 0).

As coordenadas dos pontos do eixo Oz sédo da
forma (0, 0, z), sendo z um ndmero real.
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Entao:

0+0-z+1=0 & z=1

Logo, o plano « interseta o eixo Oz no ponto de
coordenadas (0, 0, 1).

26.2. Por exemplo, os vetores u'(1, -2, 0) e V'(0, 1, 1)
sao perpendiculares ao vetor n’ e sdo vetores
paralelos ao plano a. O ponto de coordenadas
(0,0, 1) é um ponto deste plano.

Assim, (x, y, z) = (0, 0, 1) + s(1, -2, 0) + ¢(0, 1, 1),
s, t € IR é uma equacéo vetorial do plano o.

263. ( x=s
y=-2s+t ,s5,t€R
z=1+t

é um sistema de equacdes paramétricas do
plano .

264. (x,y,z)=(1,1,1) +k(2,1,-1), k € R é uma equa-
cao vetorial daretar.

21.

211. A(3,0,0),C(0,3,0) e F(0, 3,3)
AC =(0,3,0)-(3,0,0)=(-3,3,0)

AF =(0,3,3)-(3,0,0)=(-3,3,3)
Seja 17(0, b, ¢) um vetor ndo nulo, simultanea-

. —> —
mente perpendicular aos vetores AC e AF.

l

N =
u-AC =0 (a,b,c)" (-3,3,0)=0
o

o =
u-AF =0 (a,b,c) (-3,3,3)=0
-3a+3b=0 a=b
& &

-3ad+3b+3c=0 c=0
Assim, U'(b, b, 0), b € R\ {0].

Por exemplo, se b =1, obtém-se L7(1, 1, 0).

Entao, L7(1, 1, 0) é um vetor normal ao plano e
A(3, 0, 0) é um ponto do plano:
1x-3)+1y-0)+0(z-0)=0

o x-3+y=0

< x+y-3=0, que é uma equacgao cartesiana
do plano ACF.

21.2. AE> =(-3,3,0) AF = (-3,3,3) E(3,33
Um plano paralelo a ACF e que contém o ponto E
pode ser definido pela seguinte equacao vetorial:
(v, 2)=(33,3) +s(-3,3,0) +t-3,3,3),s, teR

213.

a) C(0,3,0),0(3,0,3)
O plano mediador do segmento de reta [CD] é o
lugar geogétrig dos pontos P(x, y, z) do espaco
tais que CD - MP = 0, onde M é o ponto médio de
[CD].
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M= 0+3 3+0 0+3)_/3 3 3
2 2 2 ) \222
.
CD =(3,0,3)-(0,3,0) = (3,-3,3)
C0 MP=0 & (3,-3,3) x-2y-2:-3)=0
S 27727
9

= 3x—%—3y+5+32—%=

= 3x—3y+32—%=0

& B6x-6y+6z2-9=0
S x-2y+22-3=0

b) A(3, 0, 0), G(0, 0, 3)

A superficie esférica de didmetro [AG] é o lugar
geométrico dos pontos P(x, y, z) do espago tais que
— —

AP GP =0.

— —

AP GP=0 & (x-3,5,2) " (x,»,2=-3)=0

o x2-3x+)?+22-3z=0

= x2—3x+—3—+y2+zz—3z+—2—:—i—+%

2 2
(3o
¢) B(3,3,0),D(3,0, 3)
O plano tangente a esfera de centro B no ponto D é
o lugar geométrico dos pontos P(x, y, z) do espago
—  —>

tais que BD - DP =0.

BD =(3,0,3)-(3,3,0)=(0,-3,3)

— —

BD ‘DP=0 < (0,-3,3) (x-3,,z-3)=0

< -3y+3:2-9=0
< y+z-3=0

28.

281. A circunferéncia de didmetro [AB] é o lugar
geométrico dos pontos P(x, y) do plano tais que
— —>
AP - BP =0.
—  —>
AP-BP=0 & (x-3,y+1) (x+1,y-4)=0
& xX2+x-3x-3+)?-4y+y-4=0
& x2-2+)?2-3y=7

<:>x2—2x+l+y2—3y+—94—=7+1+—94—
3\2_ 41
e x-1) (y 2) 4

282. AB = (-1, 4) - (3,-1) = (-4, 5)
AB: (x,y) = (3,-1) + k(-4,5), k € R

28.3. O declive da reta AB é dado por m = _5—4 =- %
A inclinacdo da reta AB é o tal que tg o = - % e
0 < o <m, ou seja, o= 2,25 radianos.

28.4. Uma vez que o declive da reta AB é — —2— o decli-
ve de uma reta qualquer perpendicular a reta AB

4

EE.

24

Assim, a equacgdo pedida é da forma y = % x+b.

Como E(1, 1) pertence a esta reta, tem-se:

_4 __1
1—5><1+b(:> b 5
~ o 4 1
Logo, a equagao pedida ey=—5—x—§.

B5.AF = (-1,-2) - (3,-1) = (-4, -1)

BF = (-1,-2) - (-1, 4) = (0, -6)

IAF I =V 42+ ((1)2 = V17

IBF I = V07 + (6)2=6

—  —>

AF *BF =-4x0+ (-1) x (-6) =6

Assim, sendo o 0 angulo formado pelas retas AF

e BF, tem-se:
cos o= —A0
V17 x6

Logo, a = 75,96°.

2886. Seja p = (AC,0C).

m B 8 24p
Wn T 4l © 41 4in
4 2%

o 24p=8X4T 948 _gr

_8n _T

e B=y = B=3

— > —> —

AC -DC =1ACII'lIDC Il cos B =
_ V4l V41 T 41 1 41
—TXTXCOS

3

472 8

28.1. A reta t é tangente & circunferéncia de centro C

no ponto A, logo é o lugaigeométrico dos pontos
P(x, y) do plano tais que CA + AP = 0.
CA=(3-1)-(13)=(2-2
' "2 "2
— —> 5
CA-AP=0 (2,—E>'(x—3,y+l)=0
5 5
& 2x-6- 2V =0
< 4x-12-5y-5=0
< by=4x-17
4 17
S y=—x-"—

5 5

28.8. O lugar geomélr)ico dos pontos P(x, y) do plano

tais que A_B> * CP = 0 é a mediatriz do segmento
de reta [AB], pois C é o ponto médio de [AB].

AB = (-1, 4) - (3,-1) = (-4, 5)
AB-CP=0 o (—4.5)-<x—1,y—§)=0

2
@—4x+4+5y—12—5=0
< -8x+10y+8-15=0
< 10y=8x+7
=4 Zix+l

"5 10
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29,
291AT:') (026 (3,0,0) = (-3, 2, 6)
32125
3 2 6
3+O 0+2 0+6 3
292, M= ( 10,022 5 ) (2,1,3)

0 plano mediador de [AE] é o lugar geg)nétri_c)o dos
pontos P(x, y, z) do espaco tais que AE - MP = (,
onde M é o ponto médio de [AE].

— > 3
AE -MP=0 & (-3,2, 6)-<x—§,y—1,z—3)=0

S —3x+%+2y—2+62—18=0

= —3x+2y+62—% =0

< —bx+4y+122-31=0

F(0,-2, 6)

6x0+4x(-2)+12x6-31=0 < 33=0,
gue é uma proposicao falsa.

Logo, F nao pertence ao plano.

29.3. B(0, 2, 0), C(0,-2, 0)

B =(0,20)-(3,0,0) = (-3, 2,0)
AC =(0,-2,0) - (3,0, 0) = (-3,-2, 0)
AB-AC=(-3,2,0)"(-3,-2,0)=9-4+0=5

IABI = IAC I =V/32+ 22+ 02= V13
Assi (A_B{,\AE))—L
SSim, COSs , = \/EX \/E .

s
Logo, (AB,AC) = B7,4°,

294. %ugar geométrico dosgontos P(x, y, z) tais que
EP é perpendicular a CP é a superficie esférica
de didmetro [EC].

— —>

EP-CP=0 & (x,y-2,z-6) (x,y+2,2) =0
& x2+y?-4+22-62=0
& x2+y?+22-6z+9=4+9
o x2+y2+(z-3)2=13

295.D(3, 0, 6)
\B =(0,2,0)-(3,0,0)=(-3,2,0)
=(3,0,6)-(3,0,0)= (0,0, 6)

. i ~ .
Seja u'(a, b, ¢) um vetor nao nulo, simultanea-
—> —>

mente perpendicular aos vetores AB e AD.

S
{u AB =0 {(a,b,c)'(—3,2,0)=0
=

L =
7 AD =0 (@ b,c) (0,0,6)=0
-3a+2b=0 az%b
= =
6c=0 c=0
Assim, J(% b.b, 0), be R\ (0]

Por exemplo, se b= 3, obtém-se L7(2, 3,0).
Entao, J(Z, 3, 0) é um vetor normal ao plano e
A(3, 0, 0) é um ponto do plano:
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2c-3)+3(-0)+0(z-0)=0

o 2x-6+3y=0

< 2x+ 3y—-6=0, que é uma equagao cartesiana
do plano ABD.

29.6. Para que o plano o, e o plano ABD sejam parale-
los os seus vetores normais tém de ser colinea-
res. Um vetor normal ao plano ABD é (2, 3,0) e
um vetor normal ao plano o é (1, g, b).
Para que estes vetores sejam colineares b =0 e

2.3 _ 3
1 a 2
297, A§= (0,-2,0) - (3,0, 0) = (-3, -2, 0)
=(3,0,6)-(3,0,0)=(0, 0, 6)

Assim, uma equagao vetorial do plano ACD é:
(x,»,2)=(3,0,0) +s(-3,-2,0) + (0,0, 6), s, t € R

29.8. F(0,-2, 6)
=(0,-2,6)-(0,2,0)=(0,-4, 6)
Um vetor diretor do eixo Oy é (0, 1, O).
(0,-4,6)"(0,1,0)=-4
(0, 4, )l —Vo2+ 4)2+62=\52
10,1, 0)ll =
Sejaa o éngulo que a reta BF faz com o eixo Oy.

Entao:
cos o= _ A
- VE2x1
Logo, a = 56,3°.
30.
301. Seja C(a, b, c).
— —>
OC=20A < (a,b ) (0,0,00=2((1,2,3)-(0,0,0))
& (a,b,c)=2(12,3)
& (a,b,c)=(2, 4,6)
Logo, C(2, 4, 6).
_(1+3 2-4 3-1\_ .
D—( 22 2 3 )_(2, 11)
302.CO = (2,-1,1) - (2, 4, 6) = (0, -5, -5)
Logo, uma equacao vetorial da reta CD é:
(x,y,2) = (2,4, 6) +k(0,-5-5), ke R
303. AB = (3,4, -1) - (1, 2, 3) = (2, -6, ~4)
Assim, AB: (x,y,z) = (1, 2, 3) + s(2, -6, -4), s € R.
_ 1 1
2=1+2s 5—2 S 5
4-5k=2-6s 5k=2+6x%<:> k=1
65k =3 4s 5k=3+4x% k=1

Assim, o ponto de intersecdo das retas CD e AB tem
coordenadas (2, -1, 1), ou seja, trata-se do ponto D.
304.CD = (0,-5,-5) = (2,-6,-4)
- —>
CD -AB=0+30+20=50
ICO 11 = V02 + (5)2 + (-5)2 = V/50
IABIl = V22 + (-6)” + (-4)? = /56
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305. 0A = (1,2, 3)

Seja o a amplitude do angulo formado pelas
retas CD e AB.

50
€0 %= /50 x V56
Logo, o= 19°.
.
OB = (3,-4,-1)
Seja L7(a, b, ¢) um vetor nado nulo_,)simﬂtanea—
mente perpendicular aos vetores OA e OB.

o =
{U'OAZO {(a,b,c)'(1,2,3)=0
=

o =
u-0B=0 (a,b,c) (3,-4,-1)=0
a+2b+3c=0 a=-2b-3c
= =
3a-4b-c=0 —-6b-9c-4b-c=0
a=2c-3c a=-c
& &
b=-c b=-c

Assim, U (-c, —c, ¢), ¢ € IR\ {0].

Por exemplo, se c =-1, obtém-se L_f(l, 1,-1).
Entao, L7(1, 1, -1) é um vetor normal ao plano e
0(0, 0, 0)é um ponto do plano:
1x-0)+1(y-0)-1(z-0)=0

< x+y-z=0, que é uma equagao cartesiana
do plano AOB.

30.6. Seja r uma reta perpendicular ao plano AOB que

26

passa pelo ponto E.

Um vetor diretor da reta r € um vetor normal ao
plano AOB, por exemplo, (1,1, -1).

Assim, uma equacao vetorial da reta r é:

1y 2)=(111)+k11-1),kER

Os pontos da reta r sdo da forma:
1+k1+k1l-k,keER

Substituindo na equacdo do plano AOB, obtém-
-se:

1l+k+1+k-1+k=0 & 3k=1 & k=%

Logo, o ponto P de intersecao da reta r com o
plano AOB tem coordenadas:

R

3 3 3) (333
Entao:
= AN (AN (12
EP—\/<1 3)+(1 3>+<1 3)
1 1 1
9 9 9
= l:
3
_ Vs
3

307,04 = (1,2,3)

[N
OB =(3,-4,-1)

—> —>

OA e OB sao vetores paralelos a AOB e, logo, a
qualquer plano paralelo a AOB.

Assim, uma equacao vetorial do plano que é
paralelo a AOB e contém o ponto E(1, 1, 1) é:
(x,yz)=(111) +s(1,2 3)+t3,-4,-1),s, teR

30.8. O lugar geométrico dos pontos que satisfazem a

—  —>
condicdo AP - BP = 0 é a superficie esférica de
didametro [AB].

—  —>

AP -BP =0

© x-1,y-2,z-3) (x-3,y+4,z+1)=0

© ¥ -4x+3+y?+2y-8+22-2:-3=0

& x2-b4x+y?+29+22-22=8

o xl-bx+b4+y?+2p+1+22-22+1=8+4+
+1+1

© (x-22+y+1)?2+(z-1)?=14

3l
311. 0(0, 0, 0)
D(3, 4, 4), por se tratar do centro da superficie
esférica referida no enunciado.
G(0, 0, z), uma vez que a aresta [OG] esta contida
no eixo Oz e G pertence a superficie esférica, logo:
(0-3)2+(0-4)2+(z-4)2=25 & (z-4)2=0
< z-4=0
S z=4
Assim, G(0, 0, 4).
A=0+60 =(0,00)+(3,40 =340
OG=4=AD logo AB=8=0C.
Assim, C(0, 8, 0).
F=G+(0,8,0)=(0, 8, 4)
De forma analoga se conclui que E(3, 12, 4) e
B(3,12,0).
GD=V32+42+02=5
35 3 21
Logo, H(Z’ 1 8) e l<2, > ,8)-
35
312. H(z, 2,8)
D(3, 4, 4)
HE) = (% % —4) é um vetor diretor da reta HD e

é perpendicular a qualquer vetor normal ao plano c.
Um vetor normal ao plano o, é (m,-m, m-1).
Assim:

<% % —4> “(m-mm-1)=0

o %m—%m—4m+4=0
& m=1
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313. FE =(0,0,4)-(0,8,4)=(0,-8,0)
GA =(3,4,0)- (0,0, 4) = (3, 4 -4)
Seja L7(a, b, ¢) um vetor ndo nulo_,)similtanea—
mente perpendicular aos vetores FG e GA.

g
{U'FGZO {(a,b,c)'(ﬂ,—8,0)=0
=
o >
U GA=0 (a,b,c) (3,4,-4)=0
-8b=0 b=0
= =
3a+4b-4c=0 3a-4c=0
b=0
=
a=ic
3

Assim, 7(—;1 c, 0, c), c e R\ {0}

Por exemplo, se ¢ = 3, obtém-se L7(4, 0, 3).

Entao, L7(4, 0, 3) € um vetor normal ao plano FGA

e a qualquer outro plano que seja paralelo a FGA.

Assim, uma equacao cartesiana do plano parale-

lo a FGA e que contém o ponto C é dada por:

4(x-0)+0@rp-8)+3(z-0)=0 & 4x+3z=0
314. J'(4, 0, 3) é um vetor normal ao plano FGA (de

acordo com a alinea anterior) e o ponto G(0, 0, 4)

pertence ao plano FGA. Assim, uma equagéio

deste plano é:

4(x-0)+0(y-0)+3(z-4)=0 < 4x+3:-12=0

OF = (3,12, 4)

Logo, OE: (x,y,2z)=(0,0,0) + k(3,12, 4), k € R.

Os pontos da reta OE sao entéo da forma

(3k, 12k, 4k), k € IR.

Substituindo na equacédo do plano FGA:

4x3k+3x4k-12=0 & 24k=12 & k=
Logo, o ponto de intersegao da reta OE com o
plano FGA tem coordenadas (g 6, 2).

315, IE = (3,12, 4) - (g 2—21 8) _ (g % —4)

N | =

IE: (x, v, 2) = (3,12, 4) + k(% % -4), keR

Os pontos P da reta IE sdo da forma:

<3+%k. 12+%k,4—4k),kEIR

s 3 3
BP = 3+5k,12+5k,4—4k)—(3,12,0)=

_(3, 3, ,_
—(zk, > k4 4k>,keIR
=T 33 _,\.(3, 3, 4 4 )\=
E BP—O(:»(TZ, 4) <2k. >k 4 4k> 0
9 9 )
& S k5 k-16+16k=0
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41 32
i k=16 < k= il
48 48 36
VAAR H)'
Assim, uma equacéao vetorial da reta que passa
pelo vértice B e é concorrente e perpendicular a

reta IE é, por exemplo:

N
Logo, BP =<

31.6.

] 48 48 36
(v, 2) = (3,12, 0) +k<41, - 41), keR
-,
a OF = (3,12, 4)
—
0G = (0,0, 4

— —>
OE 0G =0+0+16=16

—>
IOE Il =V32+122+42=13

—>
IOG Il = 4
Seja o a amplitude do angulo formado pelas retas
OEe OG.

16
13x 4

Logo, o= 72,1°.

cos o=

b) OF = (3,12, 4)

_
OA =(3,4,0)
— —>
OE 0OA =9+48+0=57
—
IOE Il =V32+122+42=13
I0Al=V32+ 42+ 02=5
Seja B a amplitude do angulo formado pelas retas

OE e OA.

Logo, B = 28,7°.

31.7. Seja M o ponto médio de [CD].

C(0, 8,0)
D(3, 4, 4)

_(0+3 8+4 0+4\_ (3
M_< 2 1 2 1 2 >_(21612)

— > 3
CD MP=0 & (3,—4,4)'(x—5,y—6,z—2>=0
9
S 3x—§—4y+24+4z—8=0

& Bx-4y+bz+ %:0, que é uma

equac3o cartesiana do plano mediador de [CD].

318.D(3, 4, 4)

G(0, 0, 4)
— —>
DG 'GP =0 < (-3,-4,0) " (x,y,z-4)=0
& -3x-4y=0
& 3x + 4y =0, que é uma equagao
cartesiana do plano tangente no ponto G a super-
ficie esférica de centro D e que passa em G.
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Tema lll - Sucessoes

Péaginas 35a43
1
Mg=i-t, -1, 1 1 ~_1_ 1
TELT QLT T2 2 4 M3 T 3 T gr T T 94 T g
= _1 ——l' = l :l' = _l :—l'
b= 1T T T T 3T e
__2 _1
be=0 478
_1+1_2 lc=2+1=§
T7ox1 2 772 22 4
3+1:_4_:gc:4+1:§
3=92x376 3'* 2x4 8
_2x1_2 . _2x2 _
h=1.5 3%t
2x3 _ 6., _2x4 _4
T L i e
e1=(2-1)2=1e,=(2-2)2=0;e3=(2-3)2=1
e,=(2-4)2=4
f1=cos<§>=0;f2=cosn=—1;f3=cos<3—;)=0;

fs=cos (2n) =1
g1=2%x1=2,09,=2%x2-1=3;93=2x3=6;
g,=2x4-1=7
hi=2x1=2,hy=2%x2=4,hy3=2x3-3=3;
h,=2x4-3=5

12. Se 41 for termo da sucessdo (g,) a sua ordem é
par, uma vez que se trata de um nimero impar.
2n-1=41 © 2n=42 < n=21
Mas, 21 ndo é um numero par, logo 41 nao é
termo da sucessao (g,).

Se 41 for termo da sucessao (h,) a sua ordem ¢é
superior a 3.

2n-3=41 & 2n=44< n=22
Assim, 21 é o termo de ordem 22 da sucesséo (h,,).

1 1 1-2 -
on+1 " on ~ on+l  on+l

Logo, (a,) é decrescente.

13.0,,1-0,= <0,vneN

T4\ 2 6 4 12
Logo, (b,) ndo é mondtona.

bi-ty=7 ()= > Oba b= =15 <0

n+2 n+l1_
2(n+1) 2n
(n+2)n-(n+1)(n+1)

2n(n+1)
_ n?+2n-n’-2n-1

2n(n+1)

Ch+17Ch=

_71
2n(n+1)

<0, VneN

28

Logo, (c,) é decrescente.
d - —d = 2n+2 _2n _
n+1 n n+3 n+2
_ (2n+2)(n+2)-2n(n+3) _

(n+3)(n+2)

2n2+4n+2n+4-2n?2-6n
(n+3)(n+2)
4

=W>O,VnEIN

Logo, (d,) é crescente.
e-e1=0-1=-1<0;e3-6,=1-0=1>0

Logo, (e,) ndo é mondtona.
fp-fi=-1-0=-1<0;f3-f,=0-(-1)=1>0
Logo, (f,) ndo é mondtona.

Se n é par, entdo n+ 1 é impar e tem-se:
Ohi1—9n=2n+1)-(2n-1)=2n+2-2n+1=3>0
Se n é impar, entdo n + 1 é par e tem-se:
Oni1-9,=2n+1)-1-2n=2n+2-1-2n=1>0

Logo, g,+1-9,>0, V n €N, ou seja, (g,) é cres-
cente.

hz—h1:4—2:2>0;h3—h2:3—4:_1<0
Logo, (h,) ndo é mondtona.

14. (a,,) ndo ¢é limitada, uma vez que nio tem majo-
rantes.

—%Smf%Vnewammwummm.
(cn) é decrescente e ¢, = n2+nl = % + %

Assim,%<cnsl,Vn € IN.

Logo, (c,,) é limitada.

Z _2n _ 2n+4-4
(dn)ecrescenteed,,—n+2_ -
___ 4

n+1’

Assim,%ﬁdn<2, Y neIN.

Logo, (d,) é limitada.

(e,) ndo é limitada, uma vez que ndo tem majo-
rantes.

-1<f,<1,VneN

Logo, (f,) é limitada.

(g,) ndo é limitada, uma vez que ndo tem majo-
rantes.

(h,) ndo é limitada, uma vez que ndo tem majo-
rantes.

p+1_ 2p

2p _p+2

e (p+1)(p+2)=2px2p
o p?+3p+2=4p?

15.¢c,=d, &
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o 3p2-3p-2=0

_ 3+VO+24
P

_ 3+V33 . 3-Va33
ePETTe VPR T

Ou seja, ndo existe qualquer nimero natural p
para o qual ¢, = d,, pelo que a proposi¢éo dada €
falsa.

2.

2LA=11, 3]
Conjunto dos majorantes: [3, +o[
Conjunto dos minorantes: |-, 1]
Méximo: ndo tem
Minimo: ndo tem

22.B=[2,5]
Conjunto dos majorantes: [5, +oo[
Conjunto dos minorantes: ]—», 2]
Maéximo: ndo tem
Minimo: 2

23.C=1-1, 4]
Conjunto dos majorantes: [4, +o[
Conjunto dos minorantes: |-, -1]
Maximo: 4
Minimo: ndo tem

24.D=12,7]
Conjunto dos majorantes: [7, +oo[
Conjunto dos minorantes: |-, 2]
Maximo: 7
Minimo: 2

25, F =], 2[
Conjunto dos majorantes: [2, +oo[
Conjunto dos minorantes: nao tem
Maximo: nao tem
Minimo: ndo tem

26. F=[1, +oo[
Conjunto dos majorantes: nao tem
Conjunto dos minorantes: |-, 1]
Maximo: nao tem
Minimo: 1

3. Os conjuntos A, B, C e D s&o limitados, porque tém
majorantes e minorantes.
O conjunto E nao é limitado, porque ndo tem mino-
rantes.
0 conjunto F ndo é limitado, porque ndo tem majo-
rantes.
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L A={xER1-3x<-2}=[1 +x[

Calculo auxiliar

1-3x<-2 & -3x<-3 o x21

B={x € Ri-2+ 3x < 4} =]-, 2]

Calculo auxiliar

2+3x<4 & 3x<b6 & x<2

C={x €ER:x2-5x+620}=]-, 2] U [3, +oo[

Calculo auxiliar
x2-5x+6=0 x=5i§¢ & x=2vx=3
+ +
2 3 x=

4.

AlaAnB=][1 +e[N]=x 2] =1, 2]
Conjunto dos minorantes: |-, 1]
Conjunto dos majorantes: [2, +oo[

bAUB=1, +»[ U]-» 2] =R
Conjunto dos minorantes: nao tem
Conjunto dos majorantes: ndo tem

ANC=[L+o[n]2 3[=]2 3]
Conjunto dos minorantes: |-, 2]
Conjunto dos majorantes: [3, +oo[

d BN C=]-2] N (]~ 2] U [3, +o[) =], 2]
Conjunto dos minorantes: nao tem
Conjunto dos majorantes: [2, +o[

) Bu C=]2, +o[ U]2, 3[=]2, +]
Conjunto dos minorantes: |-, 2]
Conjunto dos majorantes: nao tem

AU (BNC) =1, +o[ U[2, +oo[ = [1, +oo[
Conjunto dos minorantes: |-, 1]
Conjunto dos majorantes: ndo tem

420 AnB=]1,2]
Maximo: 2
Minimo: 1

bhAUB=R
Maximo: ndo tem
Minimo: ndo tem
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dANC=]23[
Méaximo: ndo tem
Minimo: ndo tem
d) BN C=]-x 2]
Méaximo: 2
Minimo: ndo tem
e BUC=]2, +»[
Méaximo: ndo tem
Minimo: ndo tem
AU (BNC) =1, +]
Méaximo: ndo tem
Minimo: 1

5.

5LP(n):1+3+5+..+(2n-1)=n?
PQ1=12 o 1=1
Logo, P(1) é verdadeira.
Hipdtese:1+3+5+..+(2n-1) =n?
Tese:1+3+5+..+(2n-1)+(2n+1) = (n+1)?
Demonstracao:
1+3+5+..+(2n-1)+(2n+1) =
=n?+2n+1=(n+1)?
Logo,1+3+5+..+(2n-1)=n%3,VneEN.

5.2.P(n):2+5+8+...+(3n—1):M;l)
P(1):2:M21+1)@ ”_ 1>2<4 - 99

Logo, P(1) é verdadeira.

Hipétese:2+5+8+..+ (3n-1) =
_ n(38n+1)
2
Tese:2+5+8+..+(3n-1)+(3n+2) =
(n+1)(3n+4)

2

Demonstracao:

2+5+8+...+(3n-1)+(3n+2) =

:—n(3n+l)+3n+2:
2
:3n2+n+6n+4:
2
_ (n+1)(3n+4)
2
Calculo auxiliar
3n2+7n+4:0<:>n:_7i— V649_48
—_ __ 4
< n=-1vn= 3
Assim:
3n2+7n+4=3(n+1)<n+%):(n+1)(3n+4)

Logo,2+5+8+,,,+(3n_1):@
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53.P(n):1x2+2x3+3x4+..+n(n+1) =

_nn+1)(n+2)

3
P1):1x2= 1><(1+1?))><(1+2)
o 2=1X§7X3 o 2=2

Logo, P(1) é verdadeira.
Hipdtese: 1 x2+2x3+3x4+..+nn+1)=
_nin+1)(n+2)

3
Tese:1x2+2x3+3x4+..+n(n+1)+
(n+1L)(n+2)(n+3)

3

+(n+1)n+2)=

Demonstragao:

1x2+2%x3+3x4+..+nn+1)+(n+1)(n+2) =

0224 (41 2) -

nn+1)(n+2)+3n+1)(n+2)
3
(n+1)(n+2)(n+3)
3
Logo,1x2+2x3+3x4+..+n(n+1)=
_n(n+1)(n+2)

.V nelN.

54.P(n): 12+ 22+ 3%+ +p2=nn*1)@2n+1)
: 5
P 12 X AFx@x1+])
6
o 1=1%X2X3 1.4

6
Logo, P(1) é verdadeira.
Hipdtese: 12+ 22+ 32+ ..+ n? = nn+H@2n+1)
6
Tese:12+22+32+ .. +n?+(n+1)2=
(n+1L)(n+2)(2n+ 3)
6

Demonstragao:

12422432+ . +n2+ (n+1)2=

nin+1)(2n+1) N
6
nn+1)2n+1)+6(n+1)(n+1)

6
_ (n+1)[n(2n+1)+6(n+1)]

6
(n+1)(2n? + n + 6n + B)

6

(n+L)(n+2)(2n+3)
6

(n+1)2=
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Calculo auxiliar
-7+V49-48
4

=9 _—
eon vn=-2

2n?+7n+6=0 & n=

Assim:

2n2+7n+6=2(n+2)(n+%)=(n+2)(2n+3)

nin+1)(2n+1)

Logo, 12+ 22+ 32+ ..+ n?= 5

Y neIN.

55.P(n):2+22+23+ ... +20=2(2"-1)
P(1):2=2(2'-1) @ 2=2x1 < 2=2
Logo, P(1) é verdadeira.
Hipétese: 2+ 22+ 23+ ... +21=2(2"-1)
Tese: 2+ 22+ 23+ ., + 20+ 2n+1=2(2n+1_17)
Demonstragao:
24224284+ 4204201 =2(2n-1) + 2"+ 1=
22"-1+2") =
22x20-1) =
2(2n+1 )
Logo,2+22+2%3+..+2"=2(2"-1),VnEN.

5.6. P(n): 3" — 1 é um ndmero par.
P(1): 31-1=3-1=2, que é um nimero par.
Logo, P(1) é verdadeira.
Hipodtese: 3" — 1 € um ndmero par.
Tese: 3"*1 -1 ¢ um nimero par.
Demonstragao:
31+1-1=3"x3-1=3"x3-3+3-1=

=3x(3"-1)+2

Por hipétese, 3" — 1 é um numero par, e, entdo, 3

X (3"=1) € um nUmero par.
2 também é um ndmero par.

A soma de dois nimeros pares é um ndmero par,
logo 3 x (3" - 1) + 2 é um nUmero par, ou seja,

37+1-1é um ndmero par.
Logo, 3" -1 é um nimero par, V n € IN.

5.1. P(n): n® - n é um multiplo de 3.

P(1):13-1=1-1=0, que é um multiplo de 3.

Logo, P(1) é verdadeira.

Hipétese: n3—n é um mdltiplo de 3.
Tese: (n+1)3 - (n+1) é um multiplo de 3.
Demonstracao:

(n+1°3-(n+1)=(n+12%n+1)-(n+1)=
=(n?+2n+1)(n+1)-n-1=

= +n?2+2n2+2n+n+1-n-1=

=n®-n+3n?+3n=
=(n3-n)+3n(n+1)
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Por hipdtese, n3 - n é um mdltiplo de 3.

3n(n + 1) também é um multiplo de 3.

A soma de dois nimeros multiplos de 3 € ainda
um multiplo de 3, logo, (n®-n) + 3n(n + 1) é um
multiplo de 3, ou seja, (n+ 1)3 - (n+ 1) é um mul-
tiplo de 3.

Logo, n®-né um mdltiplode 3, V n € IN.

n
5.8. P(n Z (32 + 1) =n(n+1)?

1
/3(1).,21 B2+)=1(1+1)? & 3x12+1=1x22
=
o 3+1=4 o 4=4
Logo, P(1) é verdadeira.
n
Hipétese: _Z (32 + i) =n(n +1)2
n+1

Tese: Y, (3i2+i)=(n+1)(n+2)2

i=1

Demonstragao:

n+1 n

21 (3/2+i):2l Bi2+i)+3(n+1)2+(n+1)=
= =

=nn+1)2+3n+1)2+(n+1)=
n+1)[n(n+1)+3n+1)+1] =
n+1)(n?+n+3n+3+1)=
n+1)(n2+4n+4)=

1)(n +2)?

n
Logo _21 B2+i)=nn+1)2VneN.

=
=
=
=(n+

6lLo,=2,00=5+2=7,03=5+7=12;
0,=5+12=17,05=5+17=22

1 1 1
b1=2;b2=5;b3= T =2;b4=5;
2

b5:b3:%:2

2
c1=2,c0=3%x2=6,c3=3x6=18;
€4, =3x18=054;c5=3x54=162

62a,,1,-0,=5+0,-0,=5>0,VnelN.
Logo, (a,) é crescente.
by—by<0;bs—by>0
Logo, (b,) ndo é mondtona.

Cn+1 — 3Cn

Tem-se que =3,Vne&EN,ouseja, (c,)

n n
€ uma progressao geométrica de razao 3.

Uma vez que a razao de (c,) é maior que 1 e que
c; =2 >0, entdo (c,) é crescente.

U1:2
1.
Ups1=3+u, VneNN
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u, = 2
12,

u,Hl:%UH,VnEIN

U1:2
13
Upi1=2u, VYneENN

u = 3
14.
_l)n +1

uml:(Tun.VnelN

8Lu,=us+r(n-3) & u,=—4+2(n-3)
S U,=~4+2n-6
< u,=2n-10

82 upg=u;+r(10-1)  28=10+09r
< 9r=18
S r=2
Logo:
up,=up+rin-1) © u,=10+2(n-1)
< u,=10+2n-2
S u,=2n+8

83 up=u,+r(12-4) @ -24=8+8r
& 8r=-32
S r=-4
Logo:
Up=Us+r(n-4) & u,=8-4(n-4)
S u,=8-4n+16
S Up,=—4n+24

84.uy+us=12 & uy+uy+r(5-2)=12
& 2, +3x3=12

< 2u,=12-9
o =2
272
Logo: 3
Up=Up+rin-2) & un=§+3(n—2)
3
& un=§+3n—6
9
= un=3n—5

9,
m.§ (2i+1) = (2x1+1)+(2x20+1)
i=1 2
=MX20=440
1+1 17+1
92% i+1\ 5 ' 5 e
”"‘1< 5) 2
_2+18 B
= 10 x17 =34
32

x20=

(3x5-5)+(3x15-5)

15
93. > (3i-5)= x11=
i=5 2
_10+40 19 _ 975
2
; 12-3 37-3
7 . B S R —
-3\ 2 2 B
9.4.{_212( > )_ - 26 =
_9+34  6-559
10.
01 ug=u3+(16-3)r & 59=7+13r
& 13r=52
S r=4
Logo:

Up=Uz+(nN=-3)r o u,=7+(n-3) x4

S u,=7+4n-12

S u,=4n-5

102 u,=131 & 4n-5=131 & 4n=136 < n=34

Logo, 131 é o termo de ordem 34 da progressao
aritmética (up).
u,=313 © 4n-5=313 < 4n=318 < n=795
Como 79,5 & IN, entdo 313 ndo é um termo da
progressao aritmética (u,,).

us+u
10.3.U3+U4+...+U18:37216X14:

=7+2ﬂx14=462

1.

Mu,,1-u,=u,+3-u,=3,VneN
Uma vez que 3 é uma constante, fica provado que
(u,) é uma progressao aritmética de razao 3.

1.2. Como a razdo desta progressao aritmética é
positiva, entdo (u,) é crescente.

N3.u,=2+n-13 & u,=2+3n-3 < u,=3n-1
“.4.U5+U6+...+U20:L2LI20X16:

(3x5-1)+(3x20-1)

= 2 x 16 =
_ 14459 15-
2
=584
15.5= ulzu”xnz 2+32n_1><n=
_1+3n
2
_ 3n?+n
2
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3n2+ n 14.

16.5=1650 < 5 - 1650
< 3n?2+n=3300 1Al o, =%
& 3n?+n-3300=0
_ -1+V1+12x3300 1
= 5 Opi1 3n+1 3 3n_1_r
- 1 T an+l T
1+199 o L ¥ 3
S n=—7-— 3
6
Logo:
_ 100 _
n=- T v n=33 1\10
. , 10 1- <—>
Uma vez que n € um ndmero natural, tem-se S o _1 % _
entdo que n = 33. =173 1-1
12 1- (l)l[]
121, A figura 1 é formada por 4 triangulos. 1 » 3 3
A figura 2 é formada por 8 (= 4 + 4) tridngulos. 3 2
A figura 3 é formada por 12 (= 8 + 4) tridngulos. 1 3
i 3 = 1 -
Lc?go, a figura 10 sera formada por 12 + 4 x 7= 40 B 59049
triangulos. T,
u =4 _ 59048
12.2.9) 118 098

Ups1=Up,+4,VneN
U2 05=0,xr""?2 & 80=10xr® @ rP=8 & r=2

bu, 1-u,=u,+4-u,=4VYnEN Assim, a, =0, xr'"? & a,=10x2""?e, por-
Uma vez que 4 é uma constante, fica provado tanto, ; =10x 27t =5.
que (u,) € uma progressao aritmética de razao 4. Logo:
Qu,=4+4(n-1) © u,=4+4n-4 S u,=4n 10 _9l0
! = < b ! Y g=5x1°2 =515
i=1 1-2
A _
d)S:L;Qf’xm:%XZO:%Otrién—
3
gulos. Wlo,=oyxrtl o 3x<—%> =—%
. Logo: 1\10
Blu,=usxr 3 & u,=8x(-3)"3 §a-=—§x 1‘(‘5) _
1 i 8 1 1
13.2.u5=u2><r5‘2(:>—E=4><r3 )
1
1 1-——
& r=-— 3 1024
64 __3, 1024 _
1 8 3
& r=-— 2
4
_ 1(1 1 )_
) =—— — =
Logo, u,=uy; xr"~? < un:4x<—l>n . 4 1024
4 _ 1023
B ug=usxrf % < 96=6xr4 4096
< IA:216 9 14.4. 012=010><r12*10 = 10=20XI'2
&S r=2vr=-
1
Como (u,) é crescente, entdo r = 2. = f2=§
Logo, U, =Us X M™% & u,=6x2""4, 1 1
S r=|=vr=—|=
Bhug=u;xr*7 & 18=9xr? 2 2
o r=\V2vr=-\2 2 2
Como (u,,) é crescente, entdo r = V2. NG
Logo, U, = u; x -7 & u,=9x (-V2)"7. Como r> 0, entdo
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Logo:

19
Y a=20x —4L—=
i=10

=20x

(32-1)x2
3202-V2) ~

155
42-V2)

155 2+V2
42-V2) * 2+\V2

155(2 + V/2)
8

=20x

1.

Bl ug=usxrP 3 & 480=15xr° & rP=32  r=2
Assim:
Up=Usxr 3 & u,=15x2""3
5.2 u,=120 & 15x2"3=120
o 2n-3=8
© 8=
< n-3=3
< n=6
Logo, 120 é o termo de ordem 6 da sucessao (u,).

1-214
15.3. U3+U4+...+U16=15X 1-9 =—15(l—16 384)=

=245745

16.

T RCLES B Ry \
n un
Uma vez que 3 é uma constante, fica provado que

(u,) € uma progressdo geométrica de razao 3.

16.2. Como u; =2 >0er=3>1, entdo (u,) é crescen-
te.

163.u,=2x3""1

1-310
15'4'“5+“6+---+U14=2><35*1><T3:
= _34(1 _ 310) —
=4782 888
o 1.3 1-30
165.S=2x 1_3—2>< - -
=-(1-3") =
=3"-1
34

166. S=242 < 3"-1=242
& 3"=243
o 3n=3°
< n=5
11.
17, Pretende-se provar que V8 € R*, I3p € N:
2
> < _
VnelNnzp= 15 0‘<8.
Sejad € R
-0|<d & ‘

2
n+5 n+5 <9

& <
n+5

& 2<(n+5)8 (porquen+5>0,
VY néeN)
& 2<nd+58
< nd>2-58
S n> 2-5
)
56,entéo iniS

8, fica provadoque Vo € R, 3p & N:

2
n+5

Assim, se n > 2- < §, e, portanto,

)
VnelN,nz2p=

2 =
n+5

sep>

< 9, ou seja, que

0.

Lim

17.2. Pretende-se provar que V8 € R*,Ip € IN:

n+2 1
> - = =
VvneNnzp= 5h_4 5‘<6.
Sejad € R
n+2 1 <5 o on+10-5n+4 <5
5n-4 5 25n-20
14
cj‘25n—20‘<8
14
© 25n-20 = °
< 14<(25n-20)8
(porque 25n-20>0,V n € IN)
< 14 <25n8 - 206
< 25nd > 14+ 208
14+ 208
n>———
258
Assim sen>14+7208 entdo n+2 1 <d, e
’ 258 5n-4 5 Y
portanto, se p > 14;5?6, fica provado que V 6 € IR",
n+2 1
: S _ 4
dpeNVneNnz2p=> - 5‘<8,ou
seja, que lim—nJr2 L
ja.d 5n-4 5
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113. Pretende-se provar que V8 € R* 3 p € IN:
YneEN,n2p=n+2>0.
Seja é € R*.
n+2>86 & n>-2+9
Assim, se n > -2 + §, entdo n + 2 > §, e, portanto,
sep>-2+9, ficaprovadoque Vé € R\, IpEN:
VYn&EIN,nz2p=n+2>34,ouseja, que
lim (n + 2) = 4o,

174. Pretende-se provar que V8 € R*3 p € IN:
YneN,n2p=—-(-n+3)>3d.
Seja é € R".
—-(-n+3)>d & n-3>90
S n>3+98
Assim, se n > 3 + §, entdo —(-n + 3) > §, e, portanto,
sep>3+9, ficaprovadoque Vo € R, IpEIN:
VY ne&€IN, n2p=—-(-n+3)>39, ou seja, que
lim (-n + 3) = —=.

2n+3 - 1
n+2 100
2n+3—2n—4‘ - 1

B.1u,-21<10? &

< n+2 100

-1 1
< —
n+2| 100
1 1
< —_—
n+2 100
< n+2>100
< n>98
Logo, a menor ordem a partir da qual os termos
de (u,) sao valores aproximados de 2 com erro
inferior a 1072 ¢ 99,

1
<_

10
1

< —

10

3n+(-1)"
3n
3n+(-1)"-3n
3n

B lu,-11<107 -1

Logo, os termos de (u,) sdo valores aproximados
de 1 com erro inferior a 1071 a partir do termo de
ordem 4.

20.

. _2(n+1)+3 -2n+3 _
.ty == n+l+4 n+4
-2n+1 -2n+3 _
n+5 n+4
(2n+1L)(n+4)-(-2n+3)(n+5)

(n+95)(n+4)
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=——— <0, VvneN

20.2. lim u, = lim —5n =lim

204.1v,-31<10?

2n2-8n+n+4+2n>+10n-3n-15 _
(n+5)(n+4)
-11

(n+95)(n + 4)
Logo, (u,) é decrescente.
_3n+3 _ 3n _
n+6 n+5
_ _(Bn+3)(n+5)-3n(n+6) _

(n+6)(n+5)

3n2+15n+3n+15-3n?2-18n
(n+6)(n+5)

Vh+1=Vn

15
=——F—>0,VneN
n+en+s "
Logo, (v,,) é crescente.

Lo Ll _ 1
2' 10

Uma vez que wy — wy > 0 e wy — wy < 0, entdo
(w,) ndo é mondtona.

Wi =-—

_2+§
+3 . n _2+0 _
4
+_

140 =2

+4 1

N jjm —3 =3 _—3
+5 142 1+0

limv,=lim

Senépar:limwn=limn =—=0

o oar lim w = lim = L
Se n é impar: lim w,, = lim 1 4o =0

Logo, lim w, =0.

20.3. A sucessdo (u,) é uma sucessdo convergente

para -2, logo é uma sucessao limitada.

A sucessédo (v,) € uma sucessdo convergente
para 3, logo é uma sucessao limitada.

A sucessao (w,) € uma sucessdo convergente
para 0, logo € uma sucessao limitada.

3n 3‘ - 1
n+5 100

3n—3n—15’
& <

1
100

n+5

-15
n+5| 100
15 1
n+5 100

1 1
n+5 1500
< n+5>1500
& n>1495

1

=4

Logo, o termo a partir do qual os termos da su-
299

cessao (v,) pertencem a Vig2 (3) € U495 = 100°
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21
211 lim up, = lim (n? - 1) =+
212 lim v, = lim (-n3-1) = —»

213. lim w,, = lim (-3n% + 1) = —o

- -l 1 _1_
214. lim z, = lim el +OO—O
1.1
NV ST et n” _1-0 _
215. lim " l|m_na_1 lim 1= %20
n-—
n
=0
1
u n?- 1_F
216. lim — = lim -——=1im =
W, -3n%+1 3+ L
_1-0_ 1 n’
-3+0 3
ot
3 2
N7, lim 22 = lim === = lim -
W, -3n?+ 1 341
n2
_®*-U_ == _
370 3 ™
218, lim (u, x z.) = lim | (12— 1) x —=— | =
noeen 3n+1
im =Ll
3n+1
1
n_—
= lim rl’ =
3+=
n
=1 _OO_O_
“UM T30 T
= 400

9. lim (u, +v,) =lim [(n2-1) + (-n-1)] =
=lm (-n® +n?-2)=

“m[(1+2- 2]

=+40o(-1+0+0) =
= —00
22, 1.3
. - . 1-0 1
21, lim 2= = n _1-0_1
UM e T ,. 1 240 2
n
3
. n*-3 . n _+*x-0_
22.2.l|m2 +l(g)llm 2+l =550 - ™
1.3
, n-3 . n n” _0-0 _
223. lim T ;)llm T = 1+0 =0
o 1+F

36

225, lim ﬁé lim \/1 ; = ViT0o

226. lim (2 L

221 lim (

2211, lim (

n2+2n+1_lim n n 1+0+0 _
n2+1 (= 1 1+0
(oc) 1+¥
=1
2+l

2n%+n

n‘*
=2
1)”)=2+o_2

n
n+1 2= l n+1\2
3n-5 (g) 3n-5

3-2 " 2 674 2)
2
—lim 1+n 1+0_1
6—i 6+0 6
n?
n?+3 1\ _ i n?+3
2n-1""n?)0xo) 2n3-n? e
_+_
= lim P _0+0_,
z_l 2_0
n
n+2 2\ _ i n’+2n
3n2-2"n (%) 6n%-4n &)
l+2
“ljm —2- =101
6% 6+0 6
n
n2+3_n2 i n’+3 _
2n-1" (2 2n%-n? (2
3
1+—=
2
—lim n~_ _ 1+0 -0

2n-1 +oo-1

16+l
2 2
W47 im | ——— =V16=4
O 1

1
1+
VnZ+l _ . n? V1+0

n
7:l 7:7:1
n+ m 1+§ 1+0
n
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21.lim (Vn-Vn+1) =

(o0 - 0)

Ly (Vn-Vn+)(Vn+Vn+1)
—Hm Vn+Vn+1 a
Clim —A=neL

M NVl

L = =

M NVl

p— _1 —

-

=0

215. lim (Vn2+2-2n) =

(oo )

(Vn2+2-2n)(Vn2+2+2n)
Vn2+2+2n

n?+2 - 4n?

=lim Vn2+2+2n
1 2-3n2 B
UM s 2+on

=lim

= —00

2216. im (Vn2+1-Vn?2-1) =

)

(Vn2+1-Vn2-1) (Vn2+1+Vn2-1)

221, lim (37127 = lim [3n(3 - (3>">} -
(oo - oc) 3

=+0(3-0) =+

2292 lim (2*1-3") = lim [3((%) 2~ 1)} -
(oo- 9

= +(0x2-1) ==

23.

281.S, ,=15(n-1)-2(n-1)2=
=15n-15-2(n2-2n+1) =
=15n-15-2n?+4n-2=
=-2n?2+19n-17

22 u,=S,-S,_1=15n-2n2-(-2n2+19n-17) =
=15n-2n?+2n2-19n+17 =
=-4n+17

3. u,.1-u,=-4n+1)+17 - (~4n+17) =
=-4n-4+17+4n-17=
=-4,VneIN

Uma vez que -4 é uma constante, fica provado
que (u,) é uma progressao aritmética de razado —4.

un
V2 1

Un

94, Yn+1 _
Un

T V2

Logo, (u,) é uma progressao geométrica de razdo
1

V2

A soma de todos os termos desta progressao é

e 0 seu primeiro termo € a.

= tim Vn2+1+Vn2-1

i n?+1-n?+1
LRV RV

dada por:

limS=Llm| a 1 1 =
=lim 2 = 2
Vn2+1+Vn2-1 1\n
2 (s
400 =alim \/E—l =
=0 V2
1 \n
V2 (3]
2211. lim 3321 = lim (%)nx%=0x—:0 alim V2
=) - V2-1
3 3\ 1 1 V2 1y
22.18.l|mwgllm(§> x§—+oo><§—+oo a 71 lim(1 <\/§>)
\V2a y V2+1 1-0)
n n — =
218, im £ lim(§>n+lim<g> Z0+oo= o0 VZ-1 X V21
= _2a+\/§a:
N . 1 1 2-1
22.20.l|m3n+4n (%llm 1+<fh)” —1+OO—O 20 +V2g =
3 =a(2+\/§)
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2.

251. Se n < 4:
Ups1—Up=3-(n+1)-(3-n)=
=3-n-1-3+n=
=-1<0
Sen>4: ) )
Un+1—Un:m—2—<E—2>=
2 5 2, 5_
T n+1 2 n+2
_2n-2n+1) _
h+1)n
_2n-2n-2 _
(n+1)n
2
_(n+1)n<0
Sen=4:

2 5 g gLl _o__3
u4—u3—4 (3-3) 2 2 2<O
Logo, u,+1-U, <0,V n€&€IN, ou seja, (u, é
decrescente.

25.2. Pretende-se provar que lim u, = -2, ou seja,

lim (%— 2) =-2/istoég, Vo R, Ip&N:

VnEIN,anﬁ‘%—2+2 <.
Se b € R":
‘2—2+2 <d & ‘2 <d
n n
= z<8
n
< 2<nd (porque n € IN)
< nd>2
ons2
)
. 2 - |2
Assim, sen>§, entao ;—2+2 < d, e, portan-
to, sep>§. fica provado que V 6 € R*, 3 p € IN:

VnEIN,an:‘%—2+2 <.

25.3. Uma vez que (u,) é uma sucessdo convergente,
entdo é uma sucessao limitada.

26.
. 1.1 1\
26.1.l|m(1+§+z+,__+§>_
1\n
| -(3)
=lim| 1x 1_l =
2
= lim (2 « (1 - (%))) _
38

=2x(1-0)=
=2
2+2nxn
. 2+4+6+...+2n . 2
26.2. lim T =lim T =
. (I4+nn . n+n?_
=lim oy =lim T
l+l
=lim n S0+l 1
2 2 2
3 9 27 3"
§+E+7+...+?
26.3. im 3 =
gx 1-37
1-3
:llm T:
-2 -3
=lim 3 =
Clim (31321
4 3
1
=—4—l|m<l—§>—
3
= (1-0)
_3
4
21.
1\n 1\n+1
T
2Lu,= > x1= >
=2’”(1+2*1):
2
1
= -n-1 — | =
2 ><<1+2>
3
= -n-1 — =
2 ><2
=3x2"-2
u,,+1:3><2ﬂ*1’2= ,lzl
212, U 35072 2 2,VnEIN

Uma vez que % € uma constante, fica provado que

. ~ . - 1
(u,) € uma progressao geométrica de razao >

27.3.u1=3><2’1*2=3><2*3=%
1\n
1__
(s 0
S=lim| = x ————— | =
8 1—l
2
3 oy (1 (IN\_3 1 _m_.3
_8><2l|m<1 (2)> 4><(1 0) 4
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28.
981t —Oltp-1 0,1 (constante)
Up-1 Un-1
Logo, (u,) € uma progressdo geométrica de razéo
0,1
1-0,1°F 2
= ! == — P
282.5,=0,2x 101 9 (1-0,17)
. .2 2 2
28.3. =lim=(1-01==(1-0) ==
8.3. lim S, llmg( 0,17 9( 0) 3
Representa a soma dos termos de uma progres-
sdo geométrica de comprimento n, de primeiro
termo 0,2 e razdo 0,1.
29.

291. ACB = BDC = 90°

Uma vez que AB é paralela a CD e BC é concor-
rente a ambas, entao ABC = BCD.

Logo, os tridngulos [ACB] e [BDC] tém dois an-
gulos correspondentes com as mesmas amplitu-
des, pelo que sao tridngulos semelhantes.

A razéo de semelhanca entre estes dois triangu-

BC 1

losé —— ==
AB 2

29.2. Procedendo de forma semelhante & alinea ante-
rior, prova-se que, com a construcao de cada
segmento, se obtém um novo tridngulo seme-
lhante aos anteriores e cuja razao de semelhan-
ca em relacdo ao que lhe é imediatamente

anterior é 1
>

Assim, pode concluir-se que cada novo segmen-
to tem comprimento igual a metade do compri-
mento do segmento anterior.

Seja (u,) a sucessao dos comprimentos dos seg-
mentos da linha poligonal, onde n representa a
ordem de construcdo de cada segmento.

De acordo com a alinea anterior, u; =2 e

un+1=lun,Vn€ IN.

2
1
2t
Entdo, Yitl = —=—— = = oy seja, (u,) é uma
up, up 2

~ . -1
progressdo geométrica de razdo >

Assim, o comprimento da linha poligonal caso
esta tenha 8 segmentos é dado por:

z)

\2 127

Sg=2 ===l

=X 1 64
2
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1\n

(3)

72 :2)( ﬁ :4
1

1
l i =
2 2

Representa o dobro do comprimento do primeiro

segmento de reta.

293. lim S, =lim | 2x

30.
301.a) Seja P(n): u, > 1.
PA):u;>1 & 3>1
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipodtese: u, > 1
Tese: u,,1>1

Demonstragao:
Como, por hipétese, u,>1 < 2u,-1>1
< Vw,-1>1

Logo,u,y1>1,VneN.

b) Seja P(n): u, .1 < u,.
Pl):uy<u; & V2u;-1<u; & V5<3
Logo, P(1) é uma proposigao verdadeira.
Hipétese: u, . < u,
Tese: Uy 9 <Upiq
Demonstragao:

Upy1<Up & 2un+1<2un
< 2Uy1-1<2u,-1
S \/2un+1—1<\/2un—1
S Upr2<Un+1

Logo, u, 41 < U, ¥V n € IN, ou seja, (u,) é decres-
cente.

30.2. Das alineas anteriores resulta que (u,) é uma
sucessao monotona e limitada, pelo que é con-
vergente.

Seja L =lim u,,
Entdo, L = lim u, .1 =lm V2u,-1=V2L-1.
Ou seja:
L=V2L-1 e L2=2L-1
& 2-20+1=0

o (L-1)2=0
< L-1=0
s L=1

3l

311 Pretende-se mostrar que existe um valor de u;
para o qual a sucessao é constante, ou seja, para
oqualu,,1-u,=0,Vne&eIN.

1
3Ups1=2Up+1 & Un+1=§Un+§
Entdo, up-u; =0 < 2u1+i—u1=0
3 3
1 1
4 §—§U1=0 4 U1=1
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312,

Suponha-se entdo, que u; = 1. Por indugao, de-
monstra-se que para este valor de u; se tem
Ups1-Up,=0,V n€EIN.

Seja P(n):up41—-u,=0

2 1
P(l):uz—u1=0<:>§ul+§—u1=0
2 1
—+--1=
(:»3 3 0
< 0=0

Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipdtese: u, .1 -u,=0

Tese:u,,o-U,,1=0

Demonstracgao:
Upsg a1 =2ty + o)~ (2 up+2) =
n+2 n+1 3 n+1 3 3 n 3
:2u +1_zu _l—
3 n+1 3 3 n 3
2
_E(unle_un)
=0

Logo, up+1-u, =0,V n € N, ou seja, se u; =1,
entdo a sucessdo é constante.

Sabemos que 3up, 41 =2u, + 1.

Entao:
u = 2
=2
273
9
Como v, = u, - h, tem-se:
Vi= 2-h
5
=—-h
Vo 3
13
=—-h
V3 9

Para que a sucessao (v,) seja uma progressao

geomeétrica, ALESE tem de ser constante, para
n

qualquer valor de n, sendo n € IN, logo, em parti-
cular:

5
~—h

Vy 3 5-3h

vl_k 2h K 6-3n "

[==

B

Vs _ 9 _ 13-9h
3°h

=
{13 9h _5-3h
15-9h 6-3h

II

{13 9h)(6 - 3h) = (5-3h)(15-9h)
@{

27h?-93h + 78 =27h?>-90h + 75

5-3 2
6- 3
S S S
3h=3 h=1 h=1
Falta apenas verificar que Yn+1 ¢ constante
VnelN: "
zu +l—l
Vos1 _Upne1=1 _ 3 "3
Vi Un-1 3up-1
S, —1)
Un-1
2
—VneN
3 n
Logo, h=1.

31.3. Da alinea anterior, vemque h=1e k = % onde k
representa a razao da progressdo geométrica
(vp). Além disso, v =2-1=1.

Entao:
-1 -1
V=i Xkl & v,,zlx(z)n & vn:(z)r7
3 3
Comov,=u,-h < u,=v,+h, entéo

=]
&~
%
\g!
<
>
I

n=1( ) _l+n§11:
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lim S, = lim _3(1 - <§>”> N p] _

=3x(1-0)+o=

= 400

lim S = lim 3(1— (%)p)] ~3x(1-0)=3

Tema IV - Funcdes Reais de Variavel Real

Paginas50a 59
1.
X2+ x+1
Wl =27
+Dy=fx €Rix+1%0}=R\{-1}
_ x2+2x+1_
‘fx)=0 & a1 =0

o xX2+2x+1=0 A x+1=0
o k+1)2=0 A x=*-1

< x=-1 A x#-1, que é uma condicdo
impossivel.

Logo, f ndo tem zeros.
_x2 2+l (x+1)2

flx) =x+1

x+1 x+1

Assim, fix) >0 < x € ]-1,+o[ e
flx) <0 & x €], -1].

:x2—2x+1
X2+5x+6

*Dy= x€R:x?+5x+6=0}=R\{-3,-2}

12 h(x)

Calculo auxiliar

x2+5x+6=0 & x= 5% V25-24 225_24
@x:—Si—l
2

S x=-3vx=-2

2-2+1
. hix) = X7 -
W=0 < x2+bx+6 0

& x?-2x+1=0 A X2+5x+6=0
o x-1)2=0 A x#-3 A x*-2
o x-1=0Axt-3 Ax*-2

o x=1

Logo, 1 é um zero de h.

AS‘\ Expoente"« Dossié do Professor

X %0 -3 -2 1 +o0
xX2-2x+1 + + + + + 0 +
x2+5x+6 + Ol -0 ]|+ |+ +

h(x) + nd.| - [nd | + 0 +
Assim:

hix) >0 & x€ ]-©,-3[uU]-2,1[ U]l +x[ e
hix) <0 & x€]-3,-2[

1 5

(x-2)2 x*-4

*Di={xER (x-2)2%0 A x2-4+0}=R\{-2, 2}

13.i(x) =

(i) =0 o (x_lz)Q-xffo
x+2-5(x-2) _
-2Px +2)
—4x+12
© w-2Pw+y O

& ~4x+12=0 A (x-2)2(x+2)=0
< x=3

Logo, 3 é um zero de .

b —0 -2 2 3 +00
—4x +12 + + + + + 0 -
(x-2)2 + + + 0 + + +
x+2 - 0 + + + + +
i(x) - nd. | + 0 + 0 -
Assim:

i(x) <0 & x € ], 2[ U]3, +%[
eilx) >0 & x€1-2,2[U]2 3]
_8-1 1 2+l

x+1 x x-1

14. k(x)

*Di=x€R:x+1#0 A x#0 A x-1=#0}=
=R\{-1,0,1}
©r-1 1 B+1

k=0 < x+1 +;_ x—1=0

WB-Dxx-1)+(x-1D)x+1)-@3+Lxx+1) _
< (x+1)x(x-1) =0
o - x2 -1 -0
k+Dx(x-1)
o - -x2-1=0 A (x+1)x(x-1)=0
1+V1-8
—4

possivelem R.

o x?= , que é uma equacao im-

Logo, k ndo tem zeros.

4



x —o0 -1 0 1 +o0
b —x2-1 _ _ _ _ _ _ -
x+1 - 0 + + + + +
2 - - - 0 + + +
x-1 - - - - - 0 +
k(x) + nd.| - |nd| + | nd -
Assim:

kx)>0 & x €], -1[U]0,1[

ekx)<0 & x€]-1,0[U]l, +of
2.
3 3
21x+3—x_1<:>x+3— _1—0
x2+3x-x-3-3 -0
x-1
x2+2x-6
x-1 =0
o x2+2x-6=0 A x-1%0
2+V4+24
<:>x=f Ax#l
 2+2V7
x—f AxzE]

& x=-1-V7 v x=-1+V7
cS.={-1-V7,1+V7}

x-2 x+l 1 x-2 x+l 1

R B S B N
o 2-2)(2-x) + 4(x+1) - (2-x) -0
4(2 -x)
- —2x2+13x—6:0
4(2-x)
o -2x2+13x-6=0 A 4(2-x)=0
_ -13+V169-48
& x= ) AXE2
(:)( =—vx 6)Ax¢2
~ X= X =
_[1
C'S'_{Z'S}
3 2 3 2 _
2'3'x_x—2_ 1<:>x x—2+1 0
3x—6-2x+x2-2x 0
x(x—-2)
x2-x-6 _
) =0
& x2-x-6=0 A x(x-2)#0
_1xV1+24
@x—f/\xiOAthZ

42

1+£5
2
& x=3 v x=-2

AxEO A x#2

& X =

CS.={-23}
924 2 _l: X 2 1 x _
X242 x x+2 X2+2x x x+2
o 2—x—2—x2:O
X2+ 2x
X2 -x
@x2+2x—0
<:>x(—x—l):
x(x+2)
o X1
x+2
& x-1=0Ax+2%0
o x=-1
C.S.={-1}
X X 3
2'5')c+5 x-2 x2+3x-10
x ox 3 -0
x+5 x-2 x2+3x-10
o x2-2x-x2-5x-3 -0
(x+5x-2)
—x-3
© wispn-2 °

& x-3=0 A x+5)x-2)=0

L1 x=—7

Calculo auxiliar

2+30-10=0 ¢ y= 0= VI+40 V29+40
o o327
2

3 10 _ «x
x-1 x2+3x-4 x+4

3 10 X
x-1 x2+3x-4 x+4
3x+12-10-x2+x

(x=1)(x+4)

CHh+2
C-D+4)

e ?+4x+2=0 A (x-1)(x+4)=0

-4+V16+8
-2

26.

=

=0

& x= AxEL AXx*E4
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4+2V6
X:T

o x=2-V6 vx=2+V6

AxEL AXx*E-4

Calculo auxiliar

-3+V9+16
x2+3x-4=0 <:>x=f+
<:>x:_3i5
2

S x=1vx=-4

cs.={2-Ve 2+Vs}

3.
31

x2—4S0 o x2-4>0

Calculo auxiliar

¥-4=0 o x=2vx=-2

-1
322" >0
-2x+1
X —00 l +00
2
x-1 - - -
“2c+1 + 0 -
x-1
—2¢+1 N nd. |+
1
CS.==1
o
+4x +
33, 2 thitS g
x*—bx+6
Calculos auxiliares
X2+4x+3=0 @x:_['i—— ”216_12
@x:—4i2
2
o x=-3vix=-1
5+V25-24
x2—5x+6=0@x=f
o r— 5+1
2
x=3vx=2

X —0 -3 -1 2 3 +00
x2+4x+3| + O -0 |+ |+ |+ |+
x2-5x+6| + + |+ |+ |+]0]|]-1]0
;‘;jg—i:g + 0| -]10]+ |nd| - |nd

CS.=[-3-1]u]2 3[

x+1 1 x+1 1
3.4.2x+1<x+2<:> 2x+1—;—2<0

X2+x-2x-1-4x2-2x

x(2x + 1)
-3x?-3x-1

ey 0

< x(2x+1)>0

<0

Calculos auxiliares

3x2-3x-1=0 & x= ?’i_ig_lz,queéuma

equacao impossivel em IR.

v

H2+1)=0 & x=0 sz—%

Calculo auxiliar

X2-x-6=0 & x=
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X -0 -2 0 2 3 +oo
x2-x-6 + o|-|{-|-|-1-1680 +
x(x-2) + + |+ |0 | -0+ |+ +
x2-x-6
—_— 0| - d d| -10
w2 + n + |n +

CS.=[-2,0[u]2 3]
1 4 1 4

>

2 >0
x+1 x‘+x

x+1 x2+x "

36.1-

¥ +x-x-4 >
¥ +x
24

X2+ x

>0

Calculos auxiliares
X2-4=0x=2vx==2

X+x=0 @ xx+1)=0 & x=0 v x=-1

X —% -2 -1 0 2 +00
xX2-4 + o|-|-|-1]-|-1]0 +
x2+x + + |+ |0 -]0]|+]+ +

2_
x2 £ + 0| - |nd]| + |nd| -] O +
x“tx

4.

41. Seja (x,) uma sucess3o tal que x, — 1.
xp—1
xp+1—2
1 1

xn+l_>2

1

1+
xpt1

N | w

1
1+>=
—hT

3 4 seia lim f =3
Logo, f(x,) —>5, ou seja, ilinl fx) = 5

4.2. Seja (x,) uma sucessao tal que x, — +.
Xp — t®
xXp+1— +o0

1 -
xp+1

0

1

1
xp+1 -

1+

Logo, f(x,) — 1, ou seja, lian fix)=1.

4.3. Seja (x,) uma sucessao tal que x, — -1 e x, > -1,
vV nelN.

X, —>-1"

x,+1 -0

—5 400
xp+1

1+

— +
xpt1

Logo, f(x,) — +o°, ou seja, limﬁ1+ f(x) = 400,

5,
. o 2n+1 . 3 \_ o
5.1.l|man—l|m—n+2—l|m(2 n+2>_2

Calculo auxiliar
2n+1 |n+2
-2n-4 2
-3

Logo, lim f(a,) = ii_}m} flx) = 2.

n+l lim<—1+ 3 ):—1+
n+2

5.2. lim b,-, =lim m =

Calculo auxiliar

-n+1 |n+2
n+2 -1
3

. =2 1N
5.3.l|mc,7—l|m—nJrl —l|m( 1 n+1>_ 1

Calculo auxiliar

-n-2 |n+1
n+1l -1
-1

Logo, lim f(c,) = Li@_li flx) = 2.

5.4, lim d, = lim 221 — (im (—2+ 5 >:_2+
n+2

Calculo auxiliar

_n2 ) n
) :[|rn—1+Z = -

55, lim u, = lim

Logo, lim f(u,) = liLn% f(x) = —oo.
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1
n+=

2 n
56. lim v, = lim 2—:} lim ——5— =+

1+—=
n

Logo, lim f(v,) =)£i£)n+oo f(x)=0.

6.
61.lm _f(x)=1

62.lim_f(x)=0
63.im_f(x) ==
BA.im [flx)]2=02=0
B5.Iim Vi(x) = V4=2
66um -1 o

xX—-% X

6.1 Lim  f(x) =+

X —> +o

1
TLlm (3+x2+2) = lim [x3<1+1+—
X — - (0—00) x ——00 X X
=-(1+0+0) =
= —00
1
xX+2+—
12.lm 2L X
x =+ x+1 (g)x—)ﬂﬁ 1+l
X
_to
1
= 400
, 2 43¢ . x2+3x
13. SEL L S =
A s D 7 T 222
®)
1+§
= lim &
P, 2
x2
_1
2
o+l 2+l
A lm —2 = fjm — =
x>+ X2 —4x+ 3 (§>X—>+oo X—4+§
X
__2+0  _
+0-4+0
=0
2_17_+2
75. im ( —x) = lm ( 1 x)
xo=e\ X (e —o0) x — X
= lm —=
xX—>-© X
i
===
=0
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1
. o 3x+1
7.5.)&|Ln+w 2 (E) )|5IL>n+oo N+4
x+1 0
3+l
= lim =
X -+ 2+i
X
_3
2
Mim (22, 1) oy 232
RN () 3x | ©Ox=) x——o 3x2+ 3x
1+Z
= lim * =
x — —o0 3+§
X
_1
3
18.m 272y x=2

x40 Y2 x4 (x=-2)x+2) -

o+ x+2
1 _
===
=0
. -4 _ (x=2)(x+2) _
mlyinfx [x-2] yg}*w =X +2
=lim_ [-x+2)] =
= 400

7.10.)&@% (Vx-1-Vx+1) =
(\/x—l—\/x+l)(\/x—l+\/x+1)

= Llim =
(s =o0) x> o0 Vx-1+Vx+1
—lim x-1-x-1 _
o Vx-1+Vx+1l
= lim 2 =
xote s Vx-1+Vx+1
_=2 _
==
=0
1
x2(1+—>
V2 X2
Mim XL i -
X — - 2x (g)xe—w 2x
L [x] 1+é )
X = —o0 2x
» -X 1+?1 )
im =
x> 2x



1
1+=
I
o 2 -
__1
2
) x+3
Mlim o Te Ve s -
= lim x+3 =
SH \/x21+i v 142
X2 x2
= lim x+3 =
X — +>
1 g)
le<\/1+xz+\/l+x2
—lim x+3 _
_xl_)+oc (\/ : \/ 2) =
l+=+_ /1+=
¥ 2 2
l+§
=lim al =
X — +o0
1 2
1+=+ /1+=
Lo fivd
B 1
V1+V1
_1
2
8.
BLUm (2 +2c+1)=1+2+1=4
x—
8.2, lim Mz lim Mz
R | x+1 (%)xa—l x+1
=lm (r+1)=0
2
83.lim &L L1
x—0* x ot
3 2
84.m T2 i (2424 1)=1
x—0 X (%)xao
X3+ r-x-2 (x-1)(x2+3x+2)
83 im, e o U [T
. x24+3x+2
=lim ————=
x—1 x+1
_1+3+2 _
1+1
=3

Calculo auxiliar

1 2 -1 -2

x-1)(x2+x+1)
x2-1)(x2+1)

86. lim "j'l = lim

xo1lxt-1 (%)x—)l

r-1)(x2+x+1)

S G e D)
—lim CHx+l
x-1 (x+1)2+1)
C1+1+1
Co2x2
3
A
Calculo auxiliar
1 0 -1
1 ‘ 11
|1 v 1o

8.7. lim )‘27_4 = lim ()(27_4 X Lz):
X2 ) <%>x—>2 V-2 V-2
x=-2)x+2)Vx-2

=lim =

x—2 x—2
=lim2[(x+2) x-2]=
=0
. 1 1
8.8.)%[)710* . (%)ilgnm Vs —F_+oc
x—-3 x—-3

89.m ——22 = lim ———— =
+55 V2 5er6 (%)x”l‘s (x-3)(x-2)
Vx-3

=lim —————— =
=3 Vy-3Vx-2
—lim —A
x—3 X—2
N
3-2
=1
Calculo auxiliar
x2-5x+6=0 & x= w
S x=2vx=3

Vax-x

810, Lim = lim LI
x—>0" (3_,2 (%))H[J* xs_xz)\/;_,_x)
=lim x -’
x=0 (x3—x2)(\/)_c+x)
—tim =)

=0 x2(x—l)(\/)_c+x)
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-1
= |.. P e —
XITO+ x(\/)_c +x)

S
O+
2
81, lim X
=0 Vx+1-Vx2+1
- Uim (2 +x)(Vx+1+VxZ+1)
()x—’o (\/x+1 \/x2+l)(\/x+l+\/x2+1)
_ 2+x(Vx+l+\/ 241 )
= lim, x+1-x2-1
.t xx+D(Va+1+Va2+1)
M x(1-x) -
~lim HD)(Vx+1+Va2+1)
x—0 1-x
C1x(1+1)
1
=2
812 lim -l

— lm (x-1) (Vx-1+Vx2-1)

(O)xﬁl \/x 1- \/x—
(x-1)(Vx-1+Vax2-1)

=lm,, x-1-x2+1 -
. (x-1)(Vx-1+Vx2-1)
=lim =
x—1 x(1-x)
— i Vx-1+Vx?-1
h xIL)nl+ X
1
=0

8.Como 1 € Dy, lim1 f(x) existe se e s6 se

lim _ flx) =lim flx) = f(1).

- lim__f(x) = lim tl_g

x—1"

. T x-1
L'Lnr f(x) —)E@l (—x 2 + k)

=k
Assim, lim1 f(x) existe se e so se k= 3.
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(Vx-1+Vx2-1)

10.

101.

10.2

1.

1.

n2-

-g(l)=liLnl+g( x) =lim £=

. T Vx+1-1 _
«lim gx) =lim ————— =
x—0 x—0 X
~lim (Vx+1-1)(Vx+1+1) _
x=0 x(Vx+1+1)
l x+1-1
=0 x(Vx+1+1)

1
Rt Vx+1+1

Como lim0 g(x) = g(0), entdo g ndo é continua em

x=0.

o 1 1
}I—’mo’l()_ymox 2 3x xLITOx 3 3
clim i) =lim XL Vo+1 1
I N Vo-3 3
0=+

i(0) = 3

Uma vez que lim0+ i(x) = limUi i(x) = i(0) = - %

conclui-se que i é continua em x = 0.

2
x—=1" kx k

. ,E'Lnl— g(x) =£|Lnli (2-x)=1

Para que a fungdo g seja continua em IR:

g(1) = limr glx) = limlig(x) = 2. 1 k=2

k
Logo, k=2.
. N ketl —k+1 . .
yLnil_l(x)—xl@il_—x == =k-1=i(-1)

*lim _ix)=lim_ (x-k)=-1-k

x—-1" x—-1"
Para que a fungéo i seja continua em IR:

i(-1) =lm __i(x) =lim

x—-1° x— -1

i) © k-1=-1-k
& 2=0
& k=0

Logo, k=0.

4




12.

121. No intervalo ], O[ a fungéo é continua, pois é o
qguociente entre duas fungdes continuas: uma,
gue é uma funcao afim, e outra, que é a diferenca
entre uma fungao constante e a raiz quadrada de
uma funcao afim.

No intervalo ]0, +o[ a funcdo é continua, pois é
uma funcao racional.

. iirﬁnoi f(x) =lim

x —
=0 2-V4—-x
x(2+V4-x)

=lim =

20 (2-V4-x)(2+ Va4 -x)
x(2+ V4 -x)

=)IEITO’ 4-4+x -

x(2 + \/E)

= jm Xt VaTY
x— 0 X
=lim (2+V4-x)=
x—0
—4
2
clim o) =lim T i (w4 =4
x—0* x— 0" X x—0

+(0)=4
Uma vez que iiinw fx) = iiinoi f(x) = f(0) = 4, con-
clui-se que fé continuaemx=0.
Logo, f é continua em IR.

12.2. No intervalo |-, 1[ a fungdo é continua, pois é o

quociente entre duas fungdes continuas: uma,
que é uma funcdo afim, e outra, que é a diferenga
entre uma fungéo afim e a raiz quadrada de uma
funcao afim.
No intervalo ]1, +[ a funcéo € continua, pois € o
quociente entre duas fungdes continuas: uma,
que é uma funcao afim, e outra, que é a raiz qua-
drada de uma funcéao afim.

« lim (x):“m L:
x—)l’g x—1 x_\/;
(x—1)(x + Vi)

=lim =

ol (x—\/)_c)(x+\/)_c)

tim =D+ Vi)
_xllinl' xz—x
—lim (x—l)(x+\/)_c) _
x—1 x(x—l)
Clim, ot VE
x—>1 X
=2

“lim_gy) =tim — =%
x—1 x—1 x—1

—lim x-1)Vx-1
=1 Vx-1Vx-1
x-1)Vx-1

=lim ——————— =

x— 1" x—1
=lim Vx-1=
x—1"
=0

Uma vez que lim_ g(x) = lim_ g(x), conclui-se
x — 1" x—1

gue ndo existe lim1 g(x) e, entdo, g ndo é conti-
X —>

nuaemx=1.

Logo, g é continuaem R\ {1}.

13.
Bl - lim f(x)=lim (2x+1)=3=f()

. e 1o
i i) = tim, 3 =1
Como limli flx) = limr f(x), entdo f ndo é continua
X — X =
emx=1

o0t (25} -0-o

-1

«lim gx)=lm (x+1)=2
x—1" x—-1

Como lim_ g(x) = lim__ g(x), entdo g ndo é conti-
x—>1 x—1

nuaemx=1.

B2 (f+g) (x) = =

l+x+1 se x>1

2x+l+% se x<1

X
2_ 9 _
2 -n-3
3 x-2
X2+x+1
—sex >1
X
. o x2-2-3
my (Fr o)l =tim, == — =
2-2-3
1-2
=3=(f+9)(1)
2
clim (F+g)() =lim XL
x—1" x—1" X
_1+1+1_

1
=3
Como (f +g)(1) = im_(f+g)(x) = lim_ (f+ g)(x),

entdo f+ g é continua em x = 1.
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“,
Wl.lim  f) = -
W2 lm  flr) =-

u3.im H_g
xX—>-% X
144. lim+ac flx) = +o0
5. im M _2-1_,

xo+e x  1-0

14.6. lig\m (fx)-1) =1

15.
1. flx) =

x2+2
3x+2

D=[xEIR:3x+2¢0}=IR\[—%

———

Assintotas verticais

22
. _ x2+2 9
ET_g* flx) = L( x+2 0

Logo, a reta de equagdo x = —% é uma assintota
vertical ao grafico de f.

Nao ha outras assintotas verticais, uma vez que
f é continua em IR \ —% , por se tratar de uma

funcao irracional com este dominio.

Assintotas nao verticais

m = lim M=
xX—>+° X
x2+2
_ Ix+2
_x~>+oc X -
_ x+2
x>+ 32+ 2x
1+£2
. X
=lim 5
X — +® 3+_
X
_1
3
cb=lm (flx)-mx) =
X — +oe
=lim 2 1
_x—>+00< x+2 3 )
—lim 6-2x
x—>+069 +6
5.,
=lim =
X — +% 9+§
X
__2
9
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152. f(x) =

=lim —=
x>0 X
242
iy 3x+2
=i =
X — - X
=lim X2+
X — - 3x2+2x
1+£2
. X
=lim 7 =
X — -0 34+2
X
_1
3
b=Llim (f(x)—mx)
X — —©
=lim x'+2 —lx =
x—>=\3x+2 3
—lim 22
x—-0 9x+6
5.,
=lim
x> —o 9+§
X
__2
9

~ 1 2, ,
Logo, a reta de equacao y = 3 X ) € uma assin-

tota obliqua ao gréfico de f.
x2-5x+6

2-9
D={x€R:x2-9+0}=IR\{-3, 3]

Assintotas verticais

im o) =lim  *-9x*68_30_
x—-3" x—-3" .X2_9 0"
Logo, a reta de equagdo x = -3 é uma assintota
vertical ao grafico de f.

x2-5x+6 _

fm, fi=im, %5

Logo, a reta de equacdo x = 3 ndo é uma assin-
tota vertical ao gréfico de f.

Nao ha outras assintotas verticais, uma vez que
f é continua em IR \ {-3, 3}, por se tratar de uma
funcao irracional com este dominio.

49



Assintotas horizontais

2_
i f) =lim = x25—x 3 o=
1_§+£
. x  x?
=lim =
X — 40 l—i
2
=1
x2-5x+6

l—§+£2
=lim r X =
X — - 1_&
32
=1

Logo, a reta de equacdo y = 1 é uma assintota
horizontal ao grafico de f.

X +1
x2+3x+2

D=fxeR:x?+3x+2#0}=R\{-2 -1}

15.3. f(x) =

Calculo auxiliar
-3+V9-8

’ & x=-2v x=-1

x2+3x+2=0 & x=

Assintotas verticais

T ¥+l -7
ian_ fix) = )EIT—Z* ¥+ 3x+2 0 -
Logo, a reta de equagdo x = -2 é uma assintota
vertical ao gréfico de f.

x+1

ian_ flx) = x—> 1 x243x+ 2
x+1D)2-x+1)
x—o-1" x+1)(x+2)

Logo, a reta de equacdo x = -1 ndo é uma assin-
tota vertical ao grafico de f.

Nao ha outras assintotas verticais, uma vez que
f é continua em IR \ {-2, -1}, por se tratar de
uma fungdo irracional com este dominio.

50

Assintotas nao verticais

*m=Llim M:
xX—>+° X
x+1
. x2+3x+2
=lim —= =
X =+ X
Clim X1
Cxoe X332+ 2
1
1+=
=lim S =
AL 1+§+%
=1
*b=Llim (flx)-mx) =
X =+
lim xX+1 B
_x—>+oo( 2+ 3+2 )_
<x -x+1 )
=lim =
x— +% x+2
—lim 1- 3x=
X — +oo x+2
13
=lim =
x— oo 1+z
X
=-3
*m=1Llim M=
x—=-% X
xX+1
. x2+3x+2
=lim =
X ——» X
lim ¥+1
LU I M
1
1+=
lim X =
i 3 2
1+=+=
X X
=1

*b=Llm (flx)-mx)=

—lim xB+1 o\
_xla—oo<x2+3x+2 x)_

. x2-x+1 )
=lm (———-x|=
X — - x+2
—lim 23
x—=-» x+2
13
=lm = 5
X — - 1+2
X
=-3

Logo, a reta de equagdo y = x — 3 é uma assintota
obligua ao gréfico de f.
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B4, flx) = ﬁ

D={x€R:x20 A Vx-3%0}=[0,9[ U]9, +o[

Assintotas verticais

*lim flx) =lim 73 oot

Logo, a reta de equacgdo x = 9 é uma assintota
vertical ao grafico de f.

Nao ha outras assintotas verticais, uma vez que
f é continua em [0, 9] U ]9, +oo[, por se tratar do
guociente de duas fungdes continuas.

Assintotas nao verticais

*m=Llim o) _
X—+0 X
1

, Vx-3
=lim =
X = +® X
~lim 1.
= y(Va-3)
_1
===
=0

o o0
=lim 1 =
xowm \/x-3
1
—+00

=0

Logo, a reta de equagéo y = 0 é uma assintota
horizontal ao grafico de f.

155, f(x) = z‘z:}c'

D={x € R:x2-x=0}=R\{0, 1]

Assintotas verticais

U 9 =tim, ==
—lim -x+1 _
x>0 x2—x
_1
n
S

Logo, a reta de equacdo x = 0 é uma assintota
vertical ao grafico de f.

. Yy x-11
i@r f(x)—iernr 2-x
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m x-1
x=1 x(-1)

. 1
=lim —=
x—1" x

=1

Logo, a reta de equacgdo x = 1 ndo é uma assinto-
ta vertical ao gréfico de f.

Nao ha outras assintotas verticais, uma vez que f
é continua em IR\ {0, 1}, por se tratar do quocien-
te de duas funcdes continuas.

Assintotas nao verticais

*m=Llim o) _
xX—+x X

51



15.6. f(x) =

52

:l. =
e )
, -1 -1
—im ==L
x—>-© x = —00
=0

Logo, a reta de equagdo y = 0 é uma assintota
horizontal ao grafico de f.

Vx-2
x2—4

D={x€R:x-220 A x2-4=0}=]2, +[

Assintotas verticais

. L x-2
i, =, -
, x-2
=lim =
=2 (x-2)(x+2) Vx-2
I N
0 e+ 2)Va-2
_ 1
=5
= 400

Logo, a reta de equacdo x = 2 é uma assintota
vertical ao grafico de f.

N3&o ha outras assintotas verticais, uma vez que f
€ continua em ]2, +o[ por se tratar do quociente
entre duas fungdes continuas.

Assintotas nao verticais

m=Llim M=
xX—>+© X
x-2
. x2-4
=lim - =
X — +w X
—lim  YX-2
x4 x(x?-4)
= lim x-2 =
Taiowe x(r-2x+2)Vx-2
e —
=M et 2Ve-2 T
:L:
40
=
b=lim_(f(x) - mx)
Slim X2
x— +® x‘—4
x-2
=im T+ 2Ve-2 T
L L =
T e+ 2Ve-2

Logo, a reta de equagdo y = 0 é uma assintota
horizontal ao gréfico de f.

16.1. a) Por exemplo [0, 2], uma vez que

f(2)-f(0)=2-0=2.

b) Por exemplo [3, 4], uma vez que

fl4)-f3) _0-2 _

4-3 1 2

¢) Por exemplo [-2, 2], uma vez que

f2)-f2) _2-2 _4,

2-(-0 4
d) Por exemplo [0, 2], uma vez que
f2-f0) _2-0_,
2-0 2 '
162.2)f(6) - f(-2)=3-2=1
4)-f(2) 0-2
b) t.m.V.[zv 4= fl 4_7;( ) = ) =-1
6)-f(0) 3-0 1
tm.v.[g 6] fl 6)_{)( ) = 6 :E

171. Como (1) = 2, entdo uma equacéo reduzida da

reta tangente ao grafico da funcdo f no ponto de
abcissalé daformay=2x+b.

O ponto de coordenadas (1, 1) pertence a esta
reta, logo:

1=2x1+b o b=-1

Assim, a equacao pedida é y =2x - 1.

17.2. O declive da reta t é 3. Logo, o declive de uma

reta perpendicularaté —% .

Assim, a equacdo pedida é da forma y = —%x +b.

O ponto de intersec¢ao do grafico de t com o grafi-
co de f é o ponto de tangéncia cuja abcissa é 2.

A ordenada deste ponto é y=3x2-1=5,
Assim, o ponto de coordenadas (2, 5) pertence a
reta pretendida, logo:

1 542 _1r
5= 3><2+b<:»b 5+3<:»b 3
A equacgao pedida ey——%x+13—7

3.2 lim M —f(1)=2

) i L2 i
x—1 x—1

= tim PRt (709 + 1)1 =
—F)x2f1)=2x2x1=4
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2
, x’-4 : x=2
Mim, fof2 ™ Foo= 1)
__1
“F0) x(2+72)
_4
-3
18.
i [ A1)
1. (1) = U, =05
= lim x-0 _
x—1 x—l
_ xl-1)
_)EILnl x—1
—&ignlx=l

=lim

x—0 X

. xS =22+ 3x
=lim =
x—0 X

2 _

—lim x(xf=2x+3) _
x—0 X
=lim (x2—2x+3)=3

X xX—
x+l_(_3)
. x-3
=lim ———— =
x—2 x—2
x+1+3(x-3)

. x-3
_9212 x=2 B
4x-8
—li x-3 _
_xlinz x—2 -

L 4k
A - - 3)
:)|E|T2x—3:
=4
184.f'(-1) = lim f —+f(1—1):
x— - X
 V2-x-V3
=lim
x—-1 x+1
2-x-3

:)lgiLn_l (x+ 1)(\/2 X+ \/_)

-x-1

=im ) (V2-x+V3) T
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=im oo +V3
_ -1
- s -
__ V3
2

1.
BLx)=(2+2x-3) =2x+2

192 F(x) = E (4= 23+ ex)]' -

=%(4x3—6x2+6)=

=2x3-3x2+3

193.7'() = (’Mf“g) -

=%(3x2—3)=
=x2-1

194. f'(x) = [(x2+ 3x)?2]' =
2(x? + 3x)(x2 + 3x)' =
2

(x? + 3x)(2x + 3)

18.5. f'(x

(23 +x+1)4' =
4(-2x3 +x +1)3(-23+x+ 1) =
4(-263 + x +1)3(-622 + 1)

196. f'(x) = [(x2 + %) (x* - x3+ 2)]' =
=2+ 2) (X -x3+2) + (2 + W)t -3+ 2) =
= (20 + 2)(x* = x3 + 2) + (x2 + 2x)(4x3 - 3x2) =
=200 - 23 + bx + 4+ 4xO + Bx4 - 6x3 =
=Bx°+5x*-8x3+4x+ 4

197 f(x)=[(x+3)32x-5)]'=
=[x+ 3)3]'(2x = 5) + (x + 3)3(2x - 5)' =
=3(x+3)%(2x-5)+ (x+3)3x2=
=(x+3)2[3(2x-5)+2(x+3)] =
=(x+3)%6x-15+2x +6) =

= (x+3)2%(8x-9)
198. £ (x) = [(x? - 5x + 6)%(x - 3)3]
=[(x2-5x+6)?]'(x - 3)3

2

+ (x2-5x + 6)2[x - 3) ]
=2(x2-5x+6)(x2-5x+6)'(x - 3)3 +
+ (x2-5x +6)23(x - 3)%2=
=2(x2-5x+6)(2x-5)(x - 3)3 +
+ (x2-5x +6)23(x - 3)2=
=x2-5x+6)(x—-3)2[2(x-3)(2x-5) +
+3(x2-5x+6)] =
= (x2-5x+6)(x - 3)2(4x2 - 22x + 30 +
+3x2-16x +18) =
= (x2 = 5x + B)(x — 3)4(7x%2 - 37x + 48)

53




I 199. f(x) = <%> = 193, f'(x) = (Vx+1)' =

_ -1 +3)--1)x+3) _ =[(x+1)2] =
(x+3)? . .
:x+3—x+1: :E(X+1)77:
(x +3)2
4 I
=(x+3)2 T 2Vax+1
1910, F(x) = [XQ(‘ 3)1 )*2 4 ] _ B4 F () = [V + 27-1) =
o
_ (x2—3x+4)'(x—l)2—(x2—3x+4)[(x—l)2]' _ =2 ((x+2)2_1)? '=
[(x-1)%)?
(2x-3)(x-1)2 - (2~ 3x+ 4)2(x~-1) _ =2><%((x+2)2—1)‘% (x+2)2-1)=
- (x-1)* -
1
_ (x—l)[(2x—3)(x—l)22(x2—3x+4)] _ = Varoiog X2xt2=
(x-1)
2x+2)
_ 2x2—5x+(j_—]§)§2+5x—8 _ = —(x+2)2—l
x-5

[+ 1% -1) - (x + 1)3(3 - 1)’ -

(x®-1)?
3r+1)%(x*-1) - (x +1)33x%
(x3-1)2

B2\ 7 (3r+2) _
2-3) \2-3

B +1)2x3-1-(x+1)x%

W3-1)2 - e
2V 3x+2
_ B+ 1) -1-x3-x%) (3x+2)'(2x—3) - (3x + 2)(2x - 3)’

o -1)2 (2x - 3)2

3 +1)2(-1-x?)

= 512 = 1 [2-3 3(2x-3)-2(3x+2) _
-1 T2\ 32 (2x-3)2 -
B +1)2(x%+1)
- (3-1)2 - 1 [2x-3 6x-9-6x-4 _
2V 3kx+2 (2x - 3)2
v | x+2)\2) g B
19.12.f(x)_[<2x_21)]_2 :2(2x1—33)2 33
_2<2x—1)(2x—1>_ ;
a2 b -G = -
_2<2x—1) (2x- 1)’ ) 2+ )
(X2 2x-1-2x+2) _ [(x+4)%]'(2x+5)-*r+4(2x+5)'
2x-1)  (-12 = . _
(2x + 5)
2+ 2)(Xx-1-2x-4) 1 1
B (2x-1)3 B §(x+4)‘5(2x+5)—2\/x+4
- 10k+2) - (2x +5)? -
(2x=1) 2 +5
C Dees VY
= (2x + 5)2
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2x+5-4(x + 4)
2Vx + 4(2x +5)?
-2x-11
2Vx + 4(2x + 5)?

1 -2 1
= — 3 —=— =
3 2(2)c) x 2
_ 1 _ 1
Va2 V()2
_ 1 1
3V 2 2V 2x3

1938, F/(x) = (Vx+ 1 (2x-1)2) =

=((x+1)%)' (2-1)2+Vx+1(2x-1)) =
=%(x+l)_7 (2x-1)2+ Vx+1x2(2x-1) x

X2=

2Vx+1

(2x-1)2+8(2x+ 1)(x +1)

(2x—1)° +4(2x-1) Vx+1=

2Vx+1

(2x-D[(2x-1) +8(x +1)]

2Vx+1

(2x-1)(10x + 7)
2Vx+1

2.

20.2) (fo g)(1) = (flg(L) = fi4) = 24
bl (9> (1) = (9(f1)) = (3) = 10

Calculos auxiliares
i) = (2 + 20 = 20+ 2
gx)=@3x+1)=3

d) (gof)'(1)=g'(f1) x (1) =
=g'(3)xf(1)=
=3x4=
=12

2.2.2) (fog) ) =f(gl) xg'(x) =
=fBx+1)xg'x)=

AS‘\ Expoente"« Dossié do Professor

=[2(3x+1)+2]x3=
=18x+12

bl (g < f)'(0) = 9'(f(x) x £ ) =
=g'(2+ 20 X f'(x) =

=3x(2x+2)=
=6x+6
2.
. . 1
21 - lim g(x) =lim ==1
x—1 x—>1 x
. 31\
ymrg(x)_i@r@ x2+1)_l
1
. 1 :—:1
9ld)=7

Como lim g(x) =lim_ g(x) = g(1), entdo g é conti-
x—>1 x— 1"

nuaemx=1.

21.2. . gv(lf) — |.|m g(x) _g(l) =
x = x-1
1
= lim ———— =
x—>1 x-1
—lim 17X =
x=>1 x(x—1)
=lim 1
x—>1 x
=-1

- g'(1Y) :J;imr g(x))c_ g(l)
3 1
) 2 2+1
:yinl* x-1 -
—lim 3x2+1)-2-2(x2+1)
PESE 2062+ 1)(x-1)
=lim _x-1
x> 22+ D -1)
_ -+ _
x=1 202+ 1)(x-1)
—lim x+1 _
x=1 202 +1)
1
"2

Como g'(17) # g'(1*), entdo nao existe g'(1), ou
seja, g ndo é diferencidvel em x=1.

1
—; se x<1
N3.9'(x) =

W se x>1

-3

3 1 \V_
2 x2+1 (x2+1)2




2. f(x) =

21 fx) =—x2+3x+1

fl)=-1+3+1=3
fix)=(=x2+3x+1)=-2x+3
f1)=—2+3=1

Assim, a equacéo pedida é da forma y =x + b.
Como (1, 3) é o ponto de tangéncia:

3=1+b o b=2

Logo, a equagdo pedidaéy=x+ 2.

x+3
2x-1
_4
fll)=7=4
(x+3\  x-1-(x+3)x2 7
A )_(Zx—l) - (2x-1)2 C(2x-1)2
r===-7

Assim, a equagdo pedida é da forma y = -7x + b.

Como (1, 4) é o ponto de tangéncia:
4=-Tx1+b o b=11
Logo, a equagao pedida é y =-7x + 11.

22.3. f(x) = (2x3 - 3x)2

fl1) = 2-37=1
) = ((26° - 307) = 22 - 30647 - 3)
FL)=2x(-1)x3=-6

Assim, a equagao pedida é da forma y = —6x + b.

Como (1, 1) é o ponto de tangéncia:
1=-6x1+b & b=7
Logo, a equagdo pedida é y =—6x + 7.

24. f(x) = VxZ+ 3x

fl)=V1+3=2

. 2x+ 3
)= (Vi3 = 0
) 5 _5
F="vivs =%

Assim, a equacao pedida é da forma y = %x + b.

Como (1, 2) é o ponto de tangéncia:
3

2-2x1+b & b=

Logo, a equagdo pedida é y =%x + —3—.

7
2%
x-1
R
B1.a) f-1) = % -1
Fry=2--2

Assim, a equagao pedida é da forma y = —%x +b.

Como (-1, 1) é o ponto de tangéncia:

1=—%x(—1)+b = bzé

Logo, a equagado pedida é y = —%x + %

b) f(0) =0

f'(0)=-2

Assim, a equacao pedida é da forma y = -2x + b.
Como (0, 0) é o ponto de tangéncia:
0=-2x0+b < b=0

Logo, a equagdo pedida é y = —2x.

_4_4

224l (-2) - 5 =%
. =2
P2 =

Assim, a equacdo da reta tangente ao grafico
da funcao f no ponto de abcissa -2 é da forma

y=—%x+b.

Como <—2, —g—) € 0 ponto de tangéncia:

3" 9><(2)+b<:>b 9

Logo, a equacao referida é y = —éx + %

4x+9y=1 J=-4x+1 & y=——g—x+%

Assim, a abcissa do ponto de intersegao das
duas retas é dada por:

—% +%=——g— +§ & 2x+8=-4x+1
& x=-7
o x=-1
2

A ordenada do ponto de intersegédo das duas
retas é:

Logo, as coordenadas do ponto de intersecao

da reta tangente ao grafico da fungdo f no

ponto de abcissa -2 com a reta de equacéao
7 15

4x+9y=15§0<—§,?) .

b) O declive da reta tangente ao grafico de f a que

se refere o enunciado é m =tg 135°=-1.

fx)=-1 12

e (x-1)2=2

-1
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o x-1=V2 v x-1=-\V2
@x—1+\/§ vx=1—\/§
1+\/_

f1+V2) = = =2+V2
f1-V2) = 1_\}[ =2-V2

Assim, as coordenadas dos pontos de tangéncia

das retas tangentes ao gréfico de f com inclinagdo

135°sd0 (1+V2,2+V2) e (1-V2,2-V2).
2 1

3-12 2

Entdo, a inclinagdo da reta tangente ao grafico de

f no ponto de abcissa 3 é tg! (— %) =~ 153,40,

B3.1(3) =

24,
21.d00)=-49x0+196x0+78=78

No instante em que foi langado, o homem-bala
estava a uma altura de 7,8 metros.

U2.dt)=15 < 4912 +196t+78=15
& —49t2+19,6t+63=0
-19,6 + V19,62 - 4 x (-4,9) x 6,3
2 x (-4,9)

S t=

Entdo, t=-0,3 ou t = 4,3.
0O homem-bala esteve no ar, aproximadamente,
4,3 segundos.
23.0'(t)=-9,8t+19,6
d(t)=0 < 98t+196=0 < t=2

t 0 2 4,3
Sinal de d’ + 0 -
Variagao de d 2 |Max.| N

d(2)=-49%x4+196x2+78=274

A altura maxima atingida pelo homem-bala foi
27,4 metros.

244, A velocidade média nos primeiros dois segundos
é dada por:
d(2)-d(0) 274-78
-0 2

=9,8m/s

245, d'(t)=-9,8t + 19,6
d'(0,5)=-98x0,5+19,6 =14,7
No instante em que tinham decorridos 0,5 se-
gundos desde o inicio do langamento, a velocida-
de do homem-bala era 14,7 m/s.
246.0'(3)=-9,8x3+196=-98

A velocidade do homem-bala no instante t = 3
erade-9,8 m/s.
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25.

B f(x) =-2x3+3x2+12x+ 6
D;=IR
f(x) = -6x2+ 6x + 12
fix)=0 & -6x2+6x+12=0

o x2-x-2=0

1+V1+8
2

&S x=2vix=-1

& X =

X —0 -1 2 400

Sinal de f’ - 0 + 0 -

Variagao de f N Min.| » [Méx.| ™~

f-k1)=2+3-12+6=-1
f(2)=-16+12+24+6=26

f é estritamente decrescente em ]-», -1] e em
[2, +o[ e é estritamente crescente em [-1, 2];
tem um maéximo relativo 26 em x = 2 e tem um
minimo relativo -1 em x = -1.

5.2 fx) =2(x-1)(x-2)?
Di=R
o) =2[x-2)2+ x-1)2x-2)] =

= (x Nx-2+2x-2)=

(3x - 4)

2(x-2)(3x-4)=0

S x-2=0v 3x-4=0

&S x=2Vx=—

3

X —00

o |w|a~

Sinal de f’ +

Max.| N [ Min. A

Variagao de f Ve
1 4 _ 8

4\ _
f(§> 2X3% 9777
f(2)=2x1x0=0

f é estritamente crescente em ]—oo 3

,i] e em [2, +oo[
e é estritamente decrescente em [% 2}; tem um

. , 8 4 ,
maximo relativo f emx = § e tem um minimo

relativo O em x = 2.

-1)
1-2x

ornf)

v 2e=1)(1-2%) - (x-1)%(-2)
f(x)_ (1_2x)2

23, flx) = &

51



200 -1)(1-2x+x-1)

(1-2x)?
_=2x(x -1)
(1 - )
oy “2x(x -1) _
f9=0 & 755" =0

& x=0vx=1

—x(x+2)

f(x)=0 mZOC)x:O\/X:—Q
pY —0 -2 0 1 +o0
Sinal de f’ - 0 + 0 - | nd. -

Variagaode f| Min.| » |Méax.| ™ | nd. N

X —00 0 % 1 400
Sinal de f' - 0 + [ nd | + 0 -
Variagdode f| Min.| ~ | nd | 2~ [Max N
fl0)=1
fi1)=0

f é estritamente decrescente em ]-x, 0] e em

[1, +oo[ e é estritamente crescente em [O, %[ e

2
tem um maximo relativo 0 em x = 1.

em ]l, 1]; tem um minimo relativolemx=0¢e

21
54, f(x) = ;“3_1
Di=R\ {1}
L (P -1)- (2= 1)3¢?
fio) = A

2D+ x+1) -3 (x - 1)(x + 1)

- (x-1)2(x*+x+1)2

Cx-D26% +x+1) - 3x(x +1)]

- (x—1)2(x2+x +1)2
x(2x% + 2x + 2 - 3x2 - 3x)

(x—1)(x2+x +1)?

o x(=x?-x+2)
k- 1DE2+x+1)2
_ e+ 2)x-1)

(x-1)x2+x+1)2

—x(x + 2)
(x2+x+1)2

_4-1_3 _ 1
f2)=—g=1" 973

f0)=1
f é estritamente decrescente em ]—, -2], em [0, 1]
e em |1, +o[ e é estritamente crescente em [-2, 0];

. . 1
tem um minimo relativo - § emx=-2 e temum

maximo relativo 1 em x = 0.

_ xXP-4x+4
25.5. f(x) = Ti310
De=R\{-2,-1}

Calculo auxiliar

X+3x+2=0 & x= S x=-2vx=-1

Fl) = (2x = 4) (x> + 3x + 2) — (x? - 4x + 4)(2x + 3)
(x2 + 3x + 2)2

23+ 2% -8x-8-23+5x2+ 4x-12

B (x2+3x+2)2 -

=7x2—4x—20
(x2 +3x+2)2
. 7x?— 4x-20
F0=0 e g2
& Tx2-4x-20=0 A x#-2 A x%-1
_ 4+V16+560
& x= Ax#F-2 Ax#-1
14
_ __10
&S x=2 Vv Xx= -
x = |2 —% 1 2| 4
Sinal de f’ + |nd| +| 0] - |nd| -1]0 -

Calculos auxiliares

1 0 0 4
a1 1 1 1
‘ 11 1 |o
1+V1-4

P+x+1=0 & x= , que é uma equagao

impossivel em IR.
Logo,x®-1=(x-1)(x2+x+1).

1+V1+8

) & x=-2vx=1

x2-x+2=0 & x=

Logo, x2—x+2=-(x+2)(x-1).

Variagdodef | ~ |nd.| ~ [Méx| ™ [nd. |~ |Min| &

58

7
e em [2, +[ e é estritamente decrescente em

f é estritamente crescente em ], 2], em ]—2, - E]

[— 17—0 —1[ e em ]-1, 2]; tem um minimo relativo O
em x = 2 e tem um maximo relativo -48 em
_10

-

X =
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256. f(x) = V-1

, 2 1
FO="0Va-1 = V-1

f'(x)>O.VxE[%,+OO[

Logo, f é estritamente crescente em todo o seu

dominio e tem um minimo absoluto O em x :% .

251, fx) = (;:i)g

Di=R\(3)

vy ofX=2\2 3 -x+x-2  3(x—2)?
f(x)"B(s—x) B2  (3—x)

f'x)>0,VxeR\{3}

Logo, f é estritamente crescente em todo o seu
dominio e ndo tem extremos relativos.

1
258. f(x) = RVATY
Df: [Ov +oo[
_ 1
Vx 1

=" ap
f'x)<0,Vx €& [0, +x]

2(Vx+2)2Vx

Logo, f é estritamente decrescente em todo o seu

. L 1
dominio e tem um maximo absoluto ) emx=0.

26.
26.1. A funcao f é descontinua em x = 3.

26.2. A funcdo f é continua mas néo é diferencidvel
emx=-2eemx=6.

263.f'(x) 20 & x€]=0,-2[U[0,3[U]3,5] U]B, +x[
264. f(x) x f'(x) <0 & x € ]2, -3[U]-2,0[U]5, 6]

x -© |-3 -2 0 3 5 6| +o

f(x) - |0+ |+ |[+|O|+[+]|+]|+]|+]+] +

f(x) + |+|+nd|-]0|+nd|+|0|-|nd| O

feyxf'e)| - |0]+|hd|-|0|+|nd|+]|0]-|d| O

7.
_m e
2. Df—IR\{ b}
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Uma vez que o ponto de coordenadas (O, %) per-
tence ao gréfico de f, tem-se que:

1 1 1

O)=7 & —=- < c=3
=5 e <=3
Como a reta de equacdo x = -3 é uma assintota
vertical ao gréfico de f, entdo:

3
-—=-3 & b=1

b
Como a reta de equagdo y = 2 é uma assintota
horizontal ao grafico de f, entdo:
a

IZQ S a=2

21.2. O gréfico da fungdo g pode ser obtido do grafico
de f através de uma translacdo segundo o vetor
(-1, -2). Assim, as assintotas ao grafico de g sdo
asretas de equagdesx=-3-1 & x=-4e
y=2-2 < y=0.

802 a1\ o
- _le( 3+1_n>_ 3

213.a) lim g, = lim

Calculo auxiliar

3n-2 |-n+1
-3n+3 -3
1

Assim, lim f(a,) =LlAi£r>1737 flx) = +oo.

hil
2 n
b) lim b, = lim =2 — im — oo
n-1 1_;
n

Assim, lim f(b,) =lim  f(x) = 2.

X — +%0

214.a) Como a fungéo f é continua em todo o seu
dominio, entdo:

lim f(x) = f(0) =

x—0

W | =

b) Uma vez que a reta de equagéo y = 2 é uma
assintota ao grafico de f quando x tende para
—oo, entdo:

lim M=0

x—>-—» x

28. Como a reta de equagdo y = 2x + 3 é uma assinto-
ta ao gréfico de f, tem-se que:

lim M: 2elim
xX—>+x X X — +%©

(flx) -2x) =3




X
m=tim &y M0 _
xX—>+o X X =t X

=x%+°°f—(.x)=
L L
_x[>n+°° M B
X
_1
2
b=tim_ (st-)-
_ (i_l ):
y—+o \ flx) 2
i 22— xf(x)
P
1 axf)
PR
=~ Lim Exlim (f) -2 =

2x—>+00 f(x) x—t®

1 1 .
= 2><2><3
__3

4

Logo, uma equacgdo da assintota ndo vertical ao

graficodegéy= lx—é
27 4

29,
291.0;=R\ {1}
Assintotas verticais

2-1_ 2

"lim, Al =tm T T o

Logo, a reta de equacdo x = 1 é uma assintota
vertical ao grafico de f.

Nao ha outras assintotas verticais ao grafico de
f, uma vez que f é continua em R \ {1}, por se
tratar do quociente de duas fungdes continuas

em IR\ {1}.

Assintotas nao verticais

*m=Llim fod _
x—>+0 X
-1
)2
—lim *7D°
X — +% X
—lim 2% -
x40 xS -2+ x
2 1
2 X3
—lim — -0
X =+ 1_z+i
x X
60

-b=lim+xf(x)=
=lim 2ol
xoto x2—X+1
2_1
= lim x g
X —> +% 1__+i
x X2
m=lim fo) _
xX—>-% X
-1
. (x—1)2
=lim =
X —-® X
= lim L.
_x—>—00x3—2x2+x a
2 1
2
=lim 2 2 g
X ——® _z+i
x X
b=lim f(x)=
X — -
=lim 21
x>0 x2-2+1
2 1
=lim x2x21 =0
1-—+—=
x X2

Logo, a reta de equacdo y = 0 é uma assintota
horizontal ao gréfico de f.

_ 2x-1 _
292fx)=0 —(x 1y =0

o 2x-1=0 A (x-1)2=0
-
2

2x—1)2— (2x-1)2(x- 1)

(x-1)%

_2-1)-(2x-1)2 _

(x-1)°
o x-2-(4x-2) _
(x-1)3
_ 2x—-2-4bx+?2 _
(x-1)3
X
(x-1p
1
—2X—

1 2
(=)= =8
f(z) (l_l)s

2
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Entdo, a inclinacdo da reta tangente ao grafico
de f no ponto de intersegao deste com o eixo das
abcissas é tg! (8) = 82,9°.

1 % -1 1
0. > >
293. f(x) e Ty E T
2-1 1
p RS
N P
2-1-2(-1P-(x-1)
(x-1)? B
x—-1-22+4x-2-x+1 >0
(x-1)? -
—2x2+5x—220
(x—1)2
2x-2) <x—%)
= (x_1)2 >0

Calculo auxiliar

-2%x2+5x-2=0 & x=

S x=2v le

2

Iy A\ T

(x-1)2>0,Vx € R\ {1} logo:

e—) [+ L
k) L,

@xE[%,l[u]l,Z]

294.a) A(x, f(x)) B(x,0) C(1,0) D@d,1)
Logo:

AS‘\ Expoente"« Dossié do Professor

b) D, =R\ {1}
Assintotas verticais
. L 2 1
lim, glx) =lim,. n-2 0o *

A reta de equagdo x = 1 é uma assintota verti-
cal ao gréfico de g.

N&o héa outras assintotas verticais ao grafico de
g, uma vez que g é continua em IR \ {1}, por se
tratar do quociente de duas fungdes continuas
em R\ {1}.

Assintotas nao verticais

X
-2
*m=1Llim ﬂzlim 22 =
x—>+x X X =+ X
= lim o =
x>+ Qxt—Dx
1 X
2
1

lim x2-xX+x
g -2
=lim ———=
x>+ 2x—2
=lim+ 5 =
x
_1
2
m=Llim gk _
xX—>-» X
x2
-2
=lim =
X —-% X
=lim o =
x— -0 2x%—2x
Li 1
X —> - 2_2
X
_1
2
b=Llim <g(x) ——x) =
X — -0
=lim 2 1.
x>0\ 2x—=2 2
“lim EEEx_
x> 2x—=2
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30.

=lim S5
=lim 12 =
X —> =0 2__
X
_1
2

~ 1 1,
Logo, a reta de equagao y = B x + 5 € uma

assintota ao gréfico de g.

dox)=2 & 2x—2:2
2
x —
4:)2)(_2—2—0
¥ -bx+4
& o =0
o x2-4x+4=0 A 2x-2%0
o xk-2)2=0 A x#1
& x=2
__ 22
92)=557-772
Logo, A(2, 2).

30.1. Uma vez que existe derivada finita da fungéo fem

x =-1 e, como toda a fungao com derivada finita
num ponto é continua nesse ponto, entdo f é con-
tinua em x =-1.
Assim, lim _f(x) = f(-1) = 2.

x—-1

30.2. Uma equacéo reduzida da reta tangente ao grafi-

3l

311,

62

co da fungao f no ponto de abcissa -1 é da forma
y=x+b.

O ponto de tangéncia tem coordenadas (-1, 2),
logo:2=-1+b < b=3

Assim, a equacao pedida é y =x + 3.

Ds=R*
Assintotas verticais
2x
im_ f(x)=lm ———— =
x—0° =0\ (x+1)
—lim 2 Vi _
x>0 x(x+1)
=lim 2Vx _0_ 0

x>0 x+1 1

Logo, a reta de equagdo x = 0 ndo é uma assinto-
ta ao gréficode f.

Nao hd outras assintotas ao gréfico de f, uma vez
gue f é continua em IR, por se tratar do quocien-
te de duas funcdes continuas em IR*.

Assintotas nao verticais

*m=Llim M:
xX—>+e X
o
im Vi (x+1)
X =+ X
-2l \/)_c(x+]_) B
b_l' _[' L_
_xl—>m+w f()C) _xlin+x \/)_C(X + 1) B
) 2
= lim 1 =
X — +oo \/)_C(l+—>
_2 '
="

Logo, a reta de equacdo y = 0 é uma assintota
ao graficode f.

F :(7\/;&1 3 )'=

2\/}(x+1)—2x{ﬁ(x+1)+W}
X
[Vax(x +1)]2

2W(x+1)-x<x+\1[7x+2">

x(x+1)?
2x(x+1) - x(3x+1)
- x\/)_c()c+1)2
2x+2-3x-1
T Vax+1?2 T
x+1
T Vi (r+1)?
x+1
f’(x)=0<:>m=0

& x+1=0 A Vx(x +1)2%0
& x=1

X 0 1 +o0

Sinal de f’ n.d. + 0 -

Variagaodef | n.d. 2 |Méx. N
2
1)= =1
) 1x?2

A funcéo f é estritamente crescente em ]0, 1] e
¢ estritamente decrescente em [1, +[ e tem
um maximolemx=1.
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312 lim, ()2=12 _ () = 1) (fx) +1)

x-1 x—>1 x-1

—tim 7L im () + 1) =

x—1 x-1 x—1

=f1)x(1+1)=
=0x2=0
32.
821+ lim_f(x) =lim_ % -1
iy fi) =i, =1

-f0)=1

Como “Tof flx) = limw fix) = f(0), entdo f é conti-

nua em x = 0.

32.2. Uma vez que f é continua em x = 0, entdo a reta
de equacdo x = 0 ndo é uma assintota vertical ao
grafico de f. Ndo ha outras assintotas verticais,
ja que f é continua no restante dominio.

*m=Llim ) _

xX—>+° X

=lim =
X — +oo X

m=Llim M:
x>0 X
X2-2x+2
. X+2
=lim =
X — % X
lim Xo2*2_
_x—>40 .X3+2)C
1.2 2
273
=lim ———5"—=0
X — -0 1+-%
2
L T xX2-2%+2
b=tim_fi = Um_*55=
1—2+£2
. X X
=lim ——— =1
%> o0 2
l+—2
X

As retas de equacdes y = 0 e y = 1 sdo assinto-
tas ao grafico de f.
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32.3. Se x > 0, entdo:

CHEvessb
1
2Vx+1
(Vx+1)?

1
2Vx+1x+1)

1
0= = g

Uma equacao reduzida da reta tangente ao gra-
fico da fungdo f no ponto de abcissa x =1 é da

x+b.

formay=-

1 2
W=7 -3

Como o ponto de tangéncia tem coordenadas

(l, ﬁ ) vem que:

2
V2 2 5\V2
— =g +b & b= 5
Logo, a equagao pedida é y = —%x + E)Sﬁ
324, £(0) = im_{0=M0)
x>0 x-0
L -1
. Vx+1
=lim =
x— 0" X
B 1-Vx+1 B
—ianO xVx+1
0 1-(x+1) 3
T Va1 (1+Varl)

-1 1

=}|rl10+ \/x+l(l+\/x+l) )

xX2=2x+2 -1
_ X+2
=lim =
x— 0 X
l xX2-2x+2-x2-2 B
=My x(x2 +2)
:Al—linof 2+2

Como f'(0%) # f'(07), entdo a funcao f ndo é dife-
rencidvel em x = 0.
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325. Se x > 0, entdo:

1
, 1 o 2Vx+1
G kv g R vers o
_ 1
_2\/x+l(x+1)

Assim, f'(x) < 0, V x > 0, logo f é estritamente
decrescente em [0, +].

Se x <0, entdo:

g (X2=2x+2Y\
r-(E12)-
(2x-2)(x2+2) - (x2 - 2x + 2)2x
(x2 + 2)2
_ 224
(x2+2)2
x — 2 0
Sinal de f' + 0 -
Variag3o de f A Méx. | ™

(-V2)2-2(-V2) +2
RV

2+2V2+2

2+2

_ 2+V?2
B 2

Assim, f é estritamente crescente em |-, =V/2]
e é estritamente decrescente em ]—\/5. 0]. A fun-

M para x = V2.

cdo f tem um maximo

3.

BLF1) =t =L

1+13 8
Uma equagao reduzida da reta tangente ao gré-

fico da fungdo f no ponto de abcissa x =1 é da

formayz%x+ b.
f1)=0

Como o ponto de tangéncia tem coordenadas
(1, 0), vem que:

_1 __1
0—8+b<:>b— 3
~ o 1 1
Logo, a equacéo pedida é y 3% g
vy 11
B271)= 1+1° 8

64

Uma vez que existe derivada finita da funcgao f
em x = 1 e, como toda a funcdo com derivada
finita num ponto é continua nesse ponto, entao f
é continuaemx = 1.

B x)=0 1 +1x)3 = 0, que é uma equacgao
impossivel.
x — -1 +o0
Sinal de f’ - n.d. +
Variag3o de f N n.d. A

A funcéo f é estritamente decrescente em ]—o, —1[
e é estritamente crescente em ]-1, +o[. A fun-
cao f ndo tem extremos relativos.

34. A afirmacao (1) é falsa, uma vez que
Lir_mm [f(x) + x] =0, ou seja, a reta de equacéao
y =-x é uma assintota ao grafico da funcgao f quan-
do x tende para +«, e ndo pode haver simultanea-
mente duas assintotas quando x tende para +c.
Nada se pode concluir quanto ao valor ldgico da
fl4)-f2) _ 4
5 )
ou seja, a taxa média de variacdo da funcdo f no
intervalo [2, 4] é positiva, mas isso nada garante
quanto a monotonia da fungdo nesse intervalo.
A afirmacéo (lll) é verdadeira, ja que f é uma fun-
¢do par e a reta de equagdo x = 1 é uma assintota
ao grafico da funcao f, logo a reta de equagdo
x =-1 também é uma assintota ao grafico de f.

afirmacao (Il). Apenas se sabe que

TemaV - Estatistica
Péginas 62 a 65
1
11;=Ei%i§=4
- _3+5+4
y———g———4

12b=y-ax=4-4a
Logo:
3
flo) =2 (vi—ax;—b)* =
= (3-2a-4+40)2+ (5-4a— 4+ 4a)2 +
+(4-60-4+40)?=
=(-1+20)2+12+ (-20)2=
=l-4a+40’+1+40%=
=8a?-4a+2
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13.f'(a) = (8a?-4a+2) =16a- 4
14.f(0)=0 & 16a-4=0

o a=
4
a —o0 l 400
4
Sinal de f - 0 +
Variacao de f N Min. y

Logo, f tem um minimo absoluto em m :%.

3 _ 3 _
2 xpi—3xy 2 xy;i—3xy
15, = ==L =
S5 x x2- 3%

2x3+4x5+6x4-3x4x%x4
22+ 42+ 62-3x 42
_6+20+24-48 2 1

" 4+16+36-48 8 4 "

1.6.a=%eb=4—4><%=3, lOgOy=%x+3éa

equacado reduzida da reta dos minimos quadrados

desta sequéncia de pontos.

A

bl 4

2,

21. Grafico 1: Associagao linear positiva forte.
Grafico 2: Associacgao linear nula.
Grafico 3: Associagao linear negativa forte.
Gréfico 4: Associacao linear positiva fraca.

22, Graficolir,=1
Grafico 2:r,=0,8
Grafico3:r;=-1
Gréfico 4:r;=0
Grafico 5: r3=-0,8
Gréfico 6:rg=0,3
Gréfico 7: r5 =-0,3

dy=32x+13
Substituindo x por x e y por y, obtém-se:
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41=32x%x34+13 o 41=1218, que é uma
proposicdo falsa.

Logo, como o ponto de coordenadas (x, y) ndo per-
tence a reta de equacdo y = 3,2x + 1,3, esta ndo
pode ser a reta dos minimos quadrados que melhor
se ajusta a esta amostra.

4.y=-12x+472
Entao:
y=-12r+42 & 36=-12¢+42
o 1,2x=06
< x=05
5.
>
~ X 21
_ =1 [
Bl 3= =T =42
5
—_ i:z‘i i - 29 =58
Y 5 5 '
5 — 2 Sy
2 xy;—5xy Z xy; = 5xy
52.q= =3 )
SS, P (x)” - 5x2
_ 144-5x42x58 0984083

115-5x 4,22

53.b=y-ax=58-0,8284 x 4,2 =232
Logo, a equagdo reduzida da reta dos minimos
quadrados é y = 0,83x + 2,32,

~ | 115-5%x4.22
=08284 | qo—p- 57 =083

6. Seja x a variavel “‘nimero de filhos" e seja y a varia-
vel “numero de quartos”.
61 x=14 y=25
6.2. A nuvem de pontos parece indicar uma associa-
¢ao linear positiva entre as variaveis.

A
y
44 °
3 ° ° °
2¢ ® °
le
0 1 2 3 4 x;




6.3.y=0,60x+ 1,67
64.r~0,68

1. Seja x a variavel “nimero de champds” e seja y a
variavel “numero de condicionadores”.

3= 1O+7+5+97+12+17+8 ~971
y= 8+6+6+77+9+10+8 ~771

12. A nuvem de pontos parece indicar uma associa-
¢ao linear positiva entre as variaveis.
y

10 .
8 * o

6
4
2

O 2 4 6 81012141618 2022 *

M\l

3 _l(x;-E) i-y)
HI=Vssss,
~ 32,429
V91,429 x 13,429
~0,925~0,93
X Vi xi=x | yi-y (xi=x) (i=y)

10 8 0,29 0,286 0,286

6 2,71 | 2,714 -1,714

6 471 | 4,714 -1,714

7 -0,71 | -0,714 -0,714

12 9 2,29 2,286 1,286

17 10 7,29 7,286 2,286

8 8 -1,71 | -1,714 2,286

% (5704 5) = 32429
(xi—i_f)2 (Vi_;)z
0,082 0,082
4,653 7,367
8,082 22,224
0,510 0,510
2,939 5,224
16,653 53,082
-0,490 2,939
§5,=91,429 | SS,=13,429

Mr=g |

/13429 B
Logo, a=0,925 /5 = 0,3545 = 0.35.

y=0,35x+b

(x,») = (9,714; 7,714) pertence & reta, logo:

S a=r

2
8|5

66

7,714=0,355%x9,714 +b & b=4,26553

Assim, a equacao reduzida da reta dos minimos
quadrados é y = 0,35x + 4,27.

8. E

- S5%  g16
lx=-t—=—"-<76,33k
8 12 12 633

%
_ & Vi 382
_ =1 _ ~
y= g =, =383k

8.2. A nuvem de pontos parece indicar que existe
associacao linear negativa fraca.

A

y
60 L

50+
40+ o o
30+ °

20+ °

10+

| | | »
T T T »
X

0le60 70 80 90

12 12 L
2 xpi—12xy 2 xyi—12xy
83.0= - A

SS, ;‘1 ()2 - 1252
916 382
29108-12x 2> x5

- S5 ~~02326--023
7014212 x (T)

b=y-ax=318333-(-0,2326) x 76,3333 = 49,59

Logo, a equagdo reduzida da reta dos minimos
quadrados é y =-0,23x + 49,59.

12
Ss ;1 (xi)z -12x?
—g [ 22--02326 | -
"TONss, > ()2 - 1252
i=1

70 142 - 12 x 76,3332
~-0,2326 \/ 12796-12x 31,8332 014

91, ~ 79,04
y ~ 83,84

9.2.y=0,61x+ 3525
r=0,69

93.y=0,61x776 + 35,25
Logo, = 82,6 anos.
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Testes de Avaliacdo

Testen.1
Paginas69aml
Grupol
1
o %C
C
Le
4 1,
AN 2 o\_ 4
o(3) e =vfz)
2
o) _1
& tg(2>—4
E o} o ﬁ: -1 l i
Logo, > €1]0°,90° e > tg <4) ou seja,

%: 14,04° e, portanto, o = 28°.
A opcao correta é a (B).

2. A= (2 cos 225°, 2 sen 225°) =

=<2x(-¥>,2x<—ﬁ>)=(—\/§.— 2)

A opgao correta é a (D).

3. Df={x € R: senx - cos x = 0}
senx-cosx=0 < senx=cosx

T
& Senx=sen <§—x)

& x=%—x+2kn v x=%+x+2kn,kEZ
%\f——/
Equagao impossivel

& 2x=%+2kn,k€ Z

(:»xz—Z—Hm,kEZ

Logo, Df=|R\{xE |R:x:—“4—+kn,ke z}.

T [ 5n [ n T T
Ora,4e]0,3[, 4 E]n, 4[e4€]—4,2[-

A opcéo correta é a (D).

x+2

_ _ n _

4f0)=0 o sen<2x>x2_3 0
T\ x+2
@sen<§x>—0vx2_3—0

PN %xzkn,kez vV (x+2=0 A x2-3%0)
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S x=2kkkeZ v x=-2
& x=2kke”Z

A opcéao correta é a (B).

5. Pela Lei dos Cossenos:
AC?=6%+102-2x6x10 x cos 120°

o AC?=136-120 x <—%>
& AC?=196
Logo, AC=14cm.
A opcgao correta é a (B).
Grupo ll
1. D
A 5 C
DBA = 180° - 21° = 159°
BDA =180°-159° - 4°=17°
Pela Lei dos Senos:
sen4® _senl7® o5 _ 20sen 4
BD 20 sen17°
Novamente pela Lei dos Senos:
sen21°  sen90° - 0. 20sen 4°
o B < CD=sen?21 Xisen 170

Ou seja, CD = 1,710 km = 1710 m.

2

6-4.8)

21. 7(6) = 6,9 sen ™ +152~19.3°C

22.-1 <sen wg 1

n-48) _

o -69<69sen™ 6,9

& 8,3<6,9sen w

Assim, a temperatura média varia entre os 8,3 °C
e 0s 21,9 °C.

+152<219

n(n - 4,8)

23. T(n) > 18,65 < sen +15,2>18,65

n(n-48)
6
nn-48) 1

6 2

< 6,9 sen > 3,45

& sen
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o sen™N=48) _ (T _2-V3  4-V3
6 6 T 4+V3 T 4-V3 T
o Mn-48) m mn-48) St _ 8-2V3-4V3+3 _
6 6 6 6 - _ -
16-3
< n-48>1 An-48<5
& n>58 An<98 _ 11-6V3_
A temperatura média é superior a 18,65 °C nos 13
meses de junho, julho, agosto e setembro. 1
3. 41, A(OL) = A[AOB] + A[OCA]
B sen? x a _ OAxh _1lxsena _sena
31 flx) = cos?x+3cosx+2 Araos) = 22 2
1-cos? x _ _ OAXAC 1x(tgo) tga
Aloca) = = =-
(cosx+1)(cos x + 2) 2 2 2
_ _(+cosx)(l-cosx) _ Como o é um angulo obtuso, entdo tg o < 0, pelo
(1 +cosx)(2+cosx) queEZ—tg .
_1l-cosx
2+cosx LOQO:A(O‘):SezﬂJr(_tg %)Zw%ﬂ'
Calculo auxiliar 3 o
3+19-8 4.2. sen (n-0) + cos (— + oc) =sen (—)
0052x+3005x+2=0<:>cosx=_f 2 6
T 1
& cosx=-1 v cosx=-2 < sen(x—cos(§+oc>—§

1 4:»5enoc+senoc=%
32.fn)=1 & — 8%

2+cosx 1
& 2seno=—
< 1l-cosx=2+cosx 2

& 2cosx=-1 1
& senoczz

& COoSx =—%
Da Férmula Fundamental da Trigonometria, vem

@x=%+2knvx=—2?n+2kn,kez que:
2ox= 28 oypo_2m 2
Como x € |-m, n[, entéio x = 3 Ur=Tgm (%) +00520c=l@cosz(x=l—ll—6¢:>coszoc=%
l-cos(w) 1-cosx
33. f(-x) = = =f(x), Vx € |-,
f=) 2+cos (x) 2+cosx ) v x & Jm ml c T - _ 15 V15
omo o € E,n,entaocosoc—— E__T'
Logo, f ¢ uma funcao par.
Assim:
1
1 1-cos (arcsen (§>) 1
34, f(arcsen (5» = ) = % 1 5
2+cos(arcsen (5» tgocz_ - Vs~ 15
4
T
1-cos —)
- \6/ _ Logo:
2 +cos <%) 1 _\/E
)
3 Alo) = =
:|.——2 2
T, V8 . 15+4V15
2 120
_2-V3
T 4+V3 T
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Testen.’2
Péginas 74 a76
Grupol

1. Num intervalo de 35 minutos, a ponta do ponteiro

dos minutos percorre % do total percorrido numa

hora.
Ora, o total percorrido numa hora é 2 x ©t x 12 = 24m.
Assim, em 35 minutos, a distancia percorrida é

7 _
B X 247 = 14T,

A opcéao correta é a (B).

2A0-0C=1
@zcos o, logo BD =1+ cos o.
AD =sen o

Pelo Teorema de Pitagoras:

AB?=(1+ cos o)+ sen? o,

& AB2=1+2cos 0.+ cos? o + sen? o
& AB2=1+2cosa+1

& AB2=2+2cosa

Logo, AB=V?2+2cosa.

Assim, Piagcoy = 2 +2V2 + 2 cos o
Tem-se entao:
2+2V2+2cosa=2+2V3

& V2+2cosa=V3

& 2+2coso=3

= cosoczl
2

Como o € }0, g[ entdoa = %

A opcao correta é a (A).

3. Seja m o declive daretar.

V3

m=tg150° & m=- 3

3 - .
, entdo sdo vetores diretores da

reta r, por exemplo, (-3, V/3) ou (V3 1).

Das equacdes apresentadas, apenas uma apresen-
ta um destes vetores, nao havendo qualquer equa-
¢ao com outro vetor diretor colinear com estes.

Sem=-

A opcao correta é a (C).

4.0V =(0,00)(a0-0)=0+0-a2=-a2<0,
YaeEeR.
N

Logo, o angulo formado pelos vetores dev é
obtuso.

A opcao correta é a (D).
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8. ' (m, 2, m) é um vetor diretor da reta r.
a’(1,-1,1) é um vetor ortogonal ao plano .
Para que a reta r seja perpendicular ao plano o
estes dois vetores tém que ser colineares.
Assim, % = % = % pelo que m=-2.
A opcao correta é a (A).

Grupoll

1

11. Pela Lei dos Cossenos:
BD? =162 + 302 -2 x 16 x 30 x cos 72°
& BD?=1156 + 960 cos 72°
Logo, BD =38 u.c.

12. sen 72° = 1h_6 & h=16sen72°

30+15

Entéo, Ajagep) = x 16 sen 72° = 342,4 u.a.

2.
_ 1 _ 1 _
21 fix) = cosx  senx cos x h
tgx+ +
l+senx cosx l+senx
1

sen x +sen?x + cos? x
cos x (1 +senx)
_cosx(l+senx)

senx+1
=C00S x

2.2. cos 7—n—oc _3 & cos ﬁ—(x =
2 5 2

3
5
& —Cos (E_a):§
5

2
s —senocz§
5
& senoc=—§
5
Assim:
(—%>2+cosza:l o cos?oc:l—zg—5
=3 coszoczE
25
Comooce}—%,%[esenoc<0,entéocosoc>0,
logo cos a = E:i
25 5
Ou seja, f(a) =%.
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23.fx)=1+sen?x < cosx=1+sen?x
o cosx=1+1-cos?x
& cos?x+cosx-2=0
= COSX= M
2
& cosx=-2 v cosx=1
\_W_/
Equacgao impossivel
S x=2knmke”Z
ComOxE]—i 5[ entdo x =0.
3.
31. C é o ponto de intersecdo das retas AC e BC.
1.
YT
< 1 11
2x+3y=-11 —2x+3(—zx+7> -11
< 3 33
—ZX—ZX"I'T:—].].
o { =
—8x-3x+33=-44 -11x=-77
_ 1 11 _
y=-7 X7+ 4 y=1
o SN
x=7 x=7
Logo, C(7, 1).

32BC.-2x+3y=-11 & 3y=%-11 & y= %x—l—al

O declive da reta BC é % Logo, o declive de uma

reta perpendicular a reta BC é - —g— e um vetor

diretor de uma reta perpendicular a reta BC é, por
exemplo, (-2, 3).

Assim, r: (x,y) = (-1, 3) +k(-2,3), k € R.

3.3. Uma vez que o declive da reta AC é - % um vetor

diretor desta reta é, por exemplo, L?(—lr, 1).

Uma vez que o declive da reta BC é 2,

3 um vetor
diretor desta reta é, por exemplo, V'(3,2).
UV =(41)(32=-12+2=-10

171 =V (-4)2+12=V17
IVIl=V32+22=V13
Entdo, sendo o a amplitude do angulo das retas

AC e BC, tem-se:
[-10| 10
V1Tx Vi3 T YT Voor

cos o=

10

10
Logo, o = cos* ( W) = 47,7°,

3.4. Como A(-1,3) e B é o simétrico de A relativamen-
te a origem do referencial, entdo B(1, -3).
Assim, o declive da reta AB é dado por:
3-(-3
P W A _3
-1-1
Sendo o a inclinagdo da reta AB, o € ]0°, 180°[ A
tg o =-3, logo oo = 108,4°.

3.5. 0 lugar geometrlco dos pontos P(x, y) do plano
tais que AP BP 0 é a circunferéncia de diame-
tro [AB].

—  —>
AP'BP=0 & (x+1,y-3) (x-1,y+3)=0
& x2-1+)2-9=0

e x2+y?2=10

4.

41. Um vetor diretor da reta r é r'(2, 3, 1) e um vetor
diretor daretas é 3(2, 1,-1).
Como % * % * Ll os vetores r e s’ ndo sdo coli-
neares. Logo, as retas r e s ndo sao paralelas.
Como, além disso, o ponto de coordenadas (1, -1, 2)
pertence a ambas as retas, entdo as retas re s

sdo concorrentes e, por isso, definem um plano.

4.2. Seja U (a, b, ¢) um vetor ndo nulo normal ao plano
definido pelas retas re s.

- =

7r=0 (a,b,c) (2,3,1) =0
=
U5 =0 (@ b,c)(21-1)=0

20+3b+c=0 20+3b+2a+b=0
o &

20+b-¢c=0 c=2a+b
4a=-4b a=-b

& &
c=2a+b c=-2b+b
a=-b

=
c=-b

Logo, U (b, b, -b), b € R\ {0}.

Por exemplo, 47(1, -1, 1).

Os vetores diretores do plano ® sdo (0,1, 1) e
(2,1,-1)

Como(1,-1,1):(0,1,1)=0-1+1=0e
1,-1,1)(2,1,-1)=2-1-1=0, entdo o plano
definido pelas retas r e s é paralelo ao plano .

AS‘\ Expoente™ « Dossié do Professor



Testen.’3
Péginas 79a 81
Grupol
1Sex6[%.%.entéo:
1 1 2-k
=< < — < <
2_senx_1<:>2_ 3 <1
3
Z<2_k<
& 2_2 k<3
1
— < k<
= 5 < k<1
1
=>le>_
o 2_k_ 1
1

Logo, k € [— 1,5}.
A opgao correta é a (A).

LW -V) (@ +V)=U U=V V= aI12- V2=
=4 -9=-5, logo a afirmagao (A) é verdadeira.
W+V)2=0U+20 vV +V V=
=012 +20 -V + IVI2=4-2+9=11, logo a afir-
macao (B) é verdadeira.

QU -V) (@ -2V)=20 U ~4U V-0 V+2/ V=
= 20U 12-50 v + 21V I2=8+5+18 = 31, logo a
afirmacao (C) é falsa.

0 (U +3V)=20 0 +60 V=210 12+60 vV =
=8-6=2, logo a afirmagao (D) é verdadeira.

A opgao correta é a (C).

3. Um vetor normal ao plano o. &, por exemplo, (1, 1,-1).
Na opcao (A), um vetor normal ao plano dado é
(3,2,-5). Entdo, (1,1,-1) - (3,2,-5)=3+2+5=10,
pelo que este plano ndo é perpendicular a .

Na opcao (B), um vetor normal ao plano dado é
(4,-1, 3). Entéo, (1,1,-1) " (4,-1,3) =4-1-3=0,
pelo que este plano é perpendicular a o. No entan-
to, 4 x2+1+3x3+1=19, pelo que o ponto A
nao pertence a este plano. Logo, o plano dado é
perpendicular a oo mas ndo contém o ponto A.

Na opcao (C), um vetor normal ao plano dado é
(5,-2,3). Entéo, (1,1,-1) - (5,-2,3) =5-2-3=0,
pelo que este plano é perpendicular a o. No entan-
to,5x2-2x(-1) +3x 3+ 7 =28, pelo que o ponto
A nao pertence a este plano. Logo, o plano dado é
perpendicular a oo mas nao contém o ponto A.

Na opcao (D), um vetor normal ao plano dado é
(2,-1,1). Entdo, (1,1,-1) " (2,-1,1)=2-1-1=0,
pelo que este plano é perpendiculara o. e
2x2-(-1)+3-8=0, pelo que o ponto A pertence
a este plano. Logo, o plano dado é perpendicular a
o e contém o ponto A.

A opcao correta é a (D).

ASD\ Expoente"« Dossié do Professor

4 _u=_2n+l+2n_—l=
TTHLTEN T 3044 3n+1
_ 6n?-3n-2n-1+6n2-3n+8n-4 _
(83n+4)(3n+1)
-5
=———<0,VneEeN
Gn+A@En+ OV
Logo, (u,) é decrescente.
i)
2n-1 2 3
U,=- =-—+
3n+1 3 3n+1
k)
Comon € IN, 3Tl >0,V n & IN e, portanto,
E)
2 3 2
3 3n+1 >—3,VnEIN.

. ~ 1
Como (u,) é decrescente, entdo u, < u; = A

Y n e IN.

Assim, —% <u,< —%, ¥ n € N, ou seja, a sucessao

(up) é limitada.

21
limu, = lim (- 22=L) S pjm | - — 7 |=-2
! 3n+1 3+1 3’

n

= . 2
logo a sucesséo (u,) € convergente para 3

A opgao correta é a (D).

5. Como as medidas de amplitude dos &ngulos inter-

nos do triangulo estdo em progressao aritmética e
a menor delas é 24°, entdo:
24+ (24 +x)+ (24 +2x) =180 < 72+ 3x=180
< 3x=108
< x=36

Logo, a amplitude do angulo maior é:
24°+ 2 x 36° = 96°
A opgao correta é a (C).

Grupoll

1. Pela Lei dos Cossenos:

AC? =362+ 4,122 x 3,6 x 4,1 x cos 48°
& AC2=129,77 - 29,52 cos 48°
Logo, AC=\V/29,77 - 29,52 cos 48° ~ 3,165.

Pela Lei dos Senos:

sen39° _ sen (C/aB) ~o 41 sen 39°
3,165 41 o e (OB ="
Logo, CAB = 54 6°.
n



2

21.m=1tg120°=-V3
Assim, AC:y=-V3x +b.
Como o ponto A pertence a reta AC, ent3o:
3=-\V3+b & b=3+V3
Logo, AC: y=-V3x+3+V3eC(0,3+V3).

2.2. Seja T(x, y) um ponto da reta tangente no ponto B
a circunferéncia de centro A e que passa em B.

—> >

AB-BT =0 & (-3,-2) (x+2,y-1)=0
o -3x-6-2y+2=0
& y=-3x-4

& y=—%x—2, que é a equacao pe-

—> —> —> —> —> —>
3.BP-CQ =(BA +AP) " (C +AO>=
—> —> —> — — >

=BA 'CA +BA - AQ + AP - CA + AP - AQ—
1

—>

=0+ IIAB [ >< IAB Il x cos 180° + IIAB I x
]_ —>
><§|IABII><c05180°+O=
1, = 1, —=
=—ZIABI2-= |AB|? =
2|I I 2I| [
N
=-|lAB |2
4,

41. B é o ponto de intersecéo da reta BC com o plano
x0y:

(x, 7, 0) = (—% V3 2) k1,0, 1)
x=—%—k ng
oo V3o ) V3
2 7T
0=2+k k=-2
3 V3
Logo, B(Z 3, 0)
C é o ponto de intersecdo da reta BC com o plano
y0z:
(0,,2) = (-% % 2) +k(1,0,1)
__ 1 __1
0= > k k >
_ V3 _ V3
= - = y_—
2 2
_ _3
z=2+k 2—2
V3 3
Logo, C(O — 2)

O ponto A pertence ao eixo Oy, logo é da forma
(0, y, 0). Como [OAC] é um triangulo equilatero, a
ordenada de C é metade da ordenada de A, logo

A(0,V3,0).

4.2. 0 vetor v'(-1, 0, 1) é um vetor diretor da reta BC e
pertence ao plano OBC.

O ponto P(—% i 2) pertence a reta BC, logo
o vetor OTD><—% i 2) pertence ao plano OBC.

Seja L7(a, b, ¢) um vetor ndo nulo normal ao plano
OBC.

u-v=0 (@b c) (-1,0,1)=0
=
7 0P=0 (a,b,c)'<—li2> 0
2" 2
-a+c=0
=
—%a+ \f b+2c=0

a=c¢ a=c¢ a=c¢
= = =
—<+V3b+4c=0 |V3bh=-3c [b=-V3c

Assim, tT(c, —\/gc, c),c € R\ {0}

Consideremos, por exemplo, L7(1, —\/§, 1).

Entdo, uma equacgao cartesiana do plano que

passa no ponto A e é paralelo ao plano OBC é:
-V3(y-V3)+1(z-0)=0

S x- \/§y +3+z=0

S x- \/§y +z+3=0

5.
3n-1
5lLu,=-2 - 0
o 3n—1:
n+2
< 3n-1=2n+4
S n=5

Logo, -2 é o termo de ordem 5 da sucessao (u,).

__3n-1__ 7
52 u,= por 3+n+2

Sabe-se que 0 < % <1,Vne&EN,logo:

1 1 7 7
<= < —
O< 2522027
7 1
& -3 < 3+n+2 2VnEIN

Ouseja,-3<u, < % ¥ n € IN, o que significa que a

sucessao (u,) é limitada.
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5.3. Pretende-se provar que V8 € R*,dp € IN:

3n-1
VnelNnzp= |- " +3‘<8.
Seja d € IR".
3n-1 7
‘— 12 +3‘<8 & ‘n+2 <8
7
g n+2<8
& 7<(n+2)d (porque n+ 2 >0,
v néeEN)
& 7<nd+26
& nd>7-28
@n>7—28
S
Assim, se n > 7_26,entéo - n_21+3‘<6e,

= 28, fica provado que

portanto, se p >

VéeR"IpeIN:VneEN,
3n-1
2 +3

. 3n-1\__
llm(— 2 )— 3.

n>p= <d,0u seja, que

6.
6. A razdo entre as medidas dos lados dos tridngulos

é % logo a razdo entre as medidas das respetivas

areas é l. Logo, Aney 1 (constante), V n € IN, ou
4 A, 4 1
seja, (A,) é uma progressdo geomeétrica de razao %
ax ﬁ a
A = 2 _ \V3a?
! 2 4
Calculo auxiliar
Pelo Teorema de Pitagoras, sendo h a altura do primeiro
triangulo:
2_p2, (02 2_ 0 1 o 2.3 5
a h+<2><:>h a 4a<:>h 40
Entdo, h= e a.
2
\V3g? 1\n-1
Logo, A, = 4 X (Z)
1-(3)
, _(Z
6.2 lim S, = lim V3a? 4 =
4 1
1 i
_ V/3g? 1
4 1
l =
4
_ V3a? _ V3a?
3 3
4 =
%
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1. Seja P(n): 22n-1 + 1 é divisivel por 3.
P(1):22-1+1=2+1=3 édivisivel por 3.
Logo, P(1) é verdadeira.

Hipétese: 2271 + 1 é divisivel por 3.

Tese: 2271 + 1 é divisivel por 3.

Demonstracgao:

22n+1+1:22n—1x22+ 1=
=2M-1%92492-9241]=
=22220-14+1)-22+1=
= 4% (227°141)-3

Por hipétese, 227-1 + 1 é divisivel por 3, logo

4 x (22n-1 4 1) é divisivel por 3. Como 3 também é

divisivel por 3, e a diferenga entre dois niumeros

divisiveis por 3 é ainda divisivel por 3, entdo

4 x (22n-1+1) -3 é divisivel por 3.

Logo, 2271+ 1 é divisivel por 3,V n € IN.

Testen.’4
Péginas 84 a 86
Grupol

lcos(n+a)>0 & —cosa>0 < cosa<0

T
cos<§+oc)>0 < -seno>0 < sena<0

Logo, o € }n , 3—;[

Assim:
tg(n+o)=tga>0
tg(ao-m=tga>0
sen (m+ o) =-seno>0
T
sen(§+a>=cosoc<0
A opcao correta é a (B).
— — — — —> —
2.AE "ED =(AB +BE) " (EC +CD) =
—_ s = S > = > —>
=AB-EC+AB'CD+BE-EC+BE-CD =

=0+a><axcosl80°+%x%xcos0°+0=

A opgdo correta é a (A).

3.U1:G
up=(a+1)(a-1)=a?-1
uz=(a?-1+1)(e?-1-1)=a%0?-2) =a*-2a?

A opgao correta é a (A).



4.

5

lim u, = lim =" = {im =-3
1-n
—-1

_ 2+l =5
lim f(u,) = l|m . f(x) —i[)n_gi— 13 - - +o0
A opcao correta é a (A).
. ) _ - .
lim 1, logo o grafico de f podera ter uma
X — +o© X

assintota obliqua de declive —1. Nas opgdes (B) e
(C) esta situacdo € impossivel.

lim_ f(x)
x — 0+

ta vertical em x = 0. Na opcédo (A) tem-se que
flx) = o0

A opcao correta é a (D).

=+, logo o grafico de f tem uma assinto-

lim
x—0

Grupoll
1
WNtga= L & P—=—1—
PA tga
PA=QC
00=0P=1-PA=1-—+—
tga
Ala) = A[ABCD] - A[opo] - A[PAB] - A[COB] =
1 \2
(“m) ik
-1- —g _ox 9%
2
= —l l =
2 tg a tg o tg o
= —l 1 1 =
2 tg o 2 tg? o tg o
S S
2 sen? o
cos2a,
_1 cosfo _
2 2sen’o
_1 1- cosZa.
2 sen? o
12.Se o= E, entdo a inclinagao, em radianos, da reta

L

PBé % Logo, o declive destareta é m=tg <§> =V3,

O declive de qualquer reta perpendicular a reta

. .1 1 3 .
PB é, entao, N3 3 . Assim, a equa-
cdo reduzida da reta perpendicular a PB que
passa no ponto A é da formay =- \f x+b.

2,

21.

Uma vez que o ponto A(1, 0) pertence a esta reta:

V3 3
0=- 3 b b= 3
Logo, a equagado reduzida da reta perpendicular a
PB que passano ponto Aéy=- %)ﬁ \f .

Um vetor normal a um plano da familia de planos
dada én'(1,m,m),meER.
Um vetor diretor da retaré 7(2, -1, 2).
Para esta reta ser paralela ao plano:
nr=0e Lmm)(2-12=0
& 2-m+2m=0
S m=-2

22.Seja U'(a, b, ¢) um vetor, ndo nulo, normal ao

3l

plano B.

(abc)(1,-2,1)=0 a-2b+c=0
=

(a,b,c)*(2,1,0)=0 20+b=0
a+4a+c=0 c=-ba
& &
b=-2a b=-2a

Assim, L7(a, -2a,-5a),a € R\ {0}

Entdo, por exemplo, 17(1, -2, -5) é um vetor nor-
mal ao plano .

Um vetor normal ao plano o é \7(1, -1,-1).

U v=(1,-2-5"(1-1-1)=1+2+5=8
IU11=V12+(-2)2+ (-5)2=V1+4+25=V30
IVIl=V12+ ((1)2+ (-1)2=V1+1+1=V3

Seja 0 0 angulo formado pelos dois vetores nor-
mais. Entao:

8
20" Va0x V3
Logo, 6 = 32,5°.

SejaP(n):2<u,<3.

P1):2<u;<3 & 2<2<3

Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.

Hipdtese: 2 < u,< 3

Tese:2<u,,1<3

Demonstragao:

Como, por hipdtese, 2 <u,<3 < 5<u,+3<6

o Vb5< \/un+3<\/§, entéo\/55un+l<\/§e.

em particular, 2 < u,,1<3.
Logo,2<u,<3,VneN.
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3.2. Da alinea anterior e do enunciado resulta que (u,)
€ uma sucessao mondtona e limitada, pelo que é
convergente.

Seja L =lim u,.

Entdo, L =lim u,,;=lim (Vu,+3) =VL+3.
Ou seja:

L=VL+3 o [2=L+3

& 2-1-3=0
_1+V1+12
@L—f
_1-V13 _1+V13
S l=———"vl=—"—7—
2 2
Como,ZSun<3,VneIN,entéoLz%.

41. Como x = 2 é uma assintota vertical ao gréfico da
fungao, entdo c = 2.
Como y = 4 é uma assintota horizontal ao grafico
da funcao, entdo a = 4.

2

o, b 1
2 0-2 2
b_11

4__
e rT9TY

Como (O, £> pertence ao grafico da funcao:

f(Q)

4x?-9x-9x+18
x(x-2)
4x2-18x +18
x(x-2)

<0

<0

Calculos auxiliares

4x?2-18x+18=0 & 2?-9x+9=0

_9+VB1-72

& X

X —00 0

4x2-18x+18 | + | + | +

xx-2) | + |[O|-|-|-]0]+]|+]| +

4x?-18x+18
x(x=2)

AS‘\ Expoente"« Dossié do Professor

CS.= ]0, %} U12.3]
822.f=0 o 29 _¢
x—=2
& 4x-9=0 A x-2=%0
o x=2
4
9
Logo,A<4,0>
_0-9_9
f(0) = 57

5.
51 lim fx) =lim_ (Vx2+1+x)=0

x—0
L 5x+1\ _
fx) = lim (k+3x+l>—k+1—f(0)

lim

x— 0 x— 0

Para que a fungao f seja continua em x =0,

f(0) = limO fix) = limo fix),ouseja,k+1=0 < k=-1
x—0 x—0*

5.2. Uma vez que lim flx) = lim (Vx2+1+x) =0
x —> U x —> U

entdo x = 0 ndo é uma assintota vertical ao grafi-

co da funcao f.

Como f é continua em ]-e, O, por se tratar da

soma de duas fungdes continuas, entdo ndo pode

haver outras assintotas verticais ao seu grafico.
fix) VxZ+1+x

m=lm —~—~=lm ———7-——=
xX—>-0 X X ——© X

=lim
X — —%© X
x| /1+l+x
=lm - * -
X —> % X
—x /l+l+x
=lm -y X -
X — -0 x
=Llim (— /1+l+1>=
X — -0 X
=-1+1=0
b=lim fx)=lim (Vx2+1+x)=
X — - X — -
. (\/x2+l+x)(\/x2+l—x)
—ili)nm Vi2+1l-x -
¥ +1-x2

=lim —F/—5—— =




. 1 1
‘)E'T-w VxZ+1-x —;—O

Logo, y = 0 é uma assintota horizontal ao grafico
de f.

Testen.’H
Péginas 89292
Grupol

1. x2+y2 =3 é uma equacao da circunferéncia de cen-
tro (0, 0) e raio V3.
A reta r é tangente a esta circunferéncia no ponto
de coordenadas (V/3, 0), que ¢ um dos pontos de
intersecdo da reta com o eixo Ox. Logo, r: x = V3.
Um vetor diretor da reta r é 7(0, 1).
Sendo P(x, y) um ponto da reta s:

(1,V2) (x-1,y-V2)=0 & x-1+V2y-2=0
V2

S y=- X+

2 , ~ .
5 7 que é a equacéao reduzida

daretas.

Como o declive da reta s é — 2 , um vetor dire-

tor desta reta é 5°(-2, V2).
rs=01"(-2V2)=0+V2=V2
I71=1

IS11=V 22+ (V2)2=V4+2=V6

Logo, sendo o a amplitude, em graus, do angulo

for |ad0 pelas duas retas, cos o 2 e por
, 1 X \/E '
ta tO, o= 550

A opcao correta é a (C).

2.—15005(”2—n+n>51,VnEIN

Logo, (u,) € uma sucessao limitada.

A opcao correta é a (D).

gk
X |- -3 -2 1 2 +00
f(x) - 0 + + + 0 - 0 +
g) | - |- |-]o|+|+]|+]|O| -

W[, |,

- |nd | + 0 - | nd -
g(x)

Logo, Dy, =]-», -3] U ]-2,1].

A opcao correta é a (B).

16

L11)=3 & lm —ﬂx)’c:’;(l) =3

Entao:

e -fd)
)EILnl x2—t4x+3 —ygnl (x-1)x-3)

foo-f1) . 1 _

x—1 b

fo-f) _

Calculo auxiliar

¥-4x+3=0 x:—4i_ 16-12

4+72
2
o x=1vx=3

~ X=

A opcao correta é a (A).

X —%0 a b c +o0

Sinal de f - 0 + 0 - 0 +

Variacao de f N Min.| 2 [Max.| ™~ [Min. A

A opcao correta é a (B).

Grupoll

1

11. Um vetor normal ao plano ABF é uU'(6, 2, -3).
O plano CHG é estritamente paralelo ao plano
ABF. Logo, U’ é também um vetor normal ao plano
CHG.
Como D(17, 1, -1) pertence ao plano CHG, entéo:
B(x-17)+2(y-1)-3(z+1)=0
< 6x-102+2y-2-32-3=0
< b6x+2y-32-107=0

1.2. O ponto E é o ponto de intersegao da reta EH com
o plano EBF.
EH: (x, y,2z) =(1, -2, 14) + k(-12,-4,6), k € R

x=1-12k
Logo, § y =-2 - 4k, k € IR, sao as coordenadas de
z=14+6k

um ponto genérico desta reta.
Substituindo na equagao do plano, vem:
6(1-12k) +2(-2 - 4k) - 3(14 +6k)-58=0
< 6-72k-4-8k-42-18k-58=0
< -98-98k=0
s k=-1
Assim, E(13, 2, 8).
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21. Seja P(n): u, > 1.
PA):7>1
Logo, P(1) é uma proposicao verdadeira.
Hipdtese: u,>1
Tese:u,,.1>1

Demonstracao:

u,>l o u,+2>3 d 2>1 S Upe1>1

Logo,VneE N u,>1.

22,0, 1-u, = u,,;r2 U= u,,+23—3u,, _ 2—32un

Como, da alinea anterior, u, > 1, V n € IN, entao:

u,>2 & -2u,<-2 < 2-2u,<0
2-2u,
0
3 <

S Uy1-U,<0,VneIN

Logo, a sucessao (u,,) é decrescente.

un+2_1
98 Vn+1 _ Upe1=1 _ 3 _
Vn up,—1 up—1
u,+2-3
3 u-1 1
u,-1 3u,-1 3’ n

1, ~ .
Uma vez que 3 € uma constante, entdo (v,,) € uma

~ - -1
progressao geomeétrica de razao 3
-1=7-1=6
. . 1\n-1
Assim, o termo geral de (v,) é v, =6 x <§> .
39x)=0 @ 3x+6=0 & x=-2
X —o0 -2 3 +0o0
glx) - 0 + + +
fe—1) - 0 + 0 -
9() _
fe-1) + n.d. + n.d.
Assim, C.S.=]-o,-2[ U]-2, 3[.

4. Uma vez que a reta de equagdo y = —x + 1 é uma

ftx)

assintota ao grafico de f, tem-se que iimw o =-1
e ii_}mm (flx) +x) = 1.

Assim:

tm_ote =t P < (=220
=mi<ﬂ%jix(ﬂm+x0=
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i (1)

Logo, y = 2 é uma assintota horizontal ao gréfico
deg.

5.
5. f(1) =
L l -1
xILn’f _xILnl \/_ 1
Ly 2-1 Ve+l
_xILn].(\/)_C—]_ % \/.;‘f'l >_
Cim D N(VarD)
x—1- x—1
=lim [(r+1)(Va+1)]=2x2=4
x—1
3 2x% + 8-10
)&IT f(x)_x“g]l* x2+x—2
_ 2x2 +8x-10
=1t xX24+x-=2
o 26+5)-1) _
i )+
. 2(c+5) 12 _
=im. =52 ~3 4

Como f(1) = limlf flx) = lim1+ f(x), entdo f é continua
emx=1.

5.2. Se x > 1, entdo:
fry) = (224 Be-10Y
< x24+x-2 )

_ (ax+8) (¥ +x-2) - (2x+1) (2x?+8x-10) _

(2 +x—-2)2
_ 4+ -Dr+2)- (2x+1) 2w +5)x-1) _
(= 1)(x +2)]?
_26-1[2x+2)2- (2x+1)x+5)] _
- (-1 (x+2)]? -
2(2x?+8x+8-22-11x-5) _
(x—1)(x + 2)2
__23-3%) _
(x—1)(c+2)2
__ Bk-1) _
(x=1)(x+2)2
___ 6
(x+2)
8+16-10 7
83.100= 751 72
y_-__ 6 __3
fQ%’(2+m2 8

A equacdo reduzida da reta tangente ao grafico

de f no ponto de abcissa 2 é do tipo y = - g x+b.

7 3 17
578 2+b & b=
2 X 4
3 17 ~ .
Logo,y = —gx + W ¢ a equacao pretendida.

n



6.1. t.m.v.[ov 21 =

—ix2(22—19x2—20)—<—l>x(—20)

_ 10 10 _
2-0
=4,4m/s
6.2.p'(t) = —11—0 (t2-19t-20 + t(2t - 19)) =
__ 1 a0
———0(3t -38t-20)

p'(t)=0 < —11—0(31“2—381“—20):0
& 3t2-38t-20=0

_ 38+1/382+12%20
6
_ 38+V1684
ot ———————
6
Logo, t=-0,506 v t=13,173.
t 0 13,173 20

Sinal de p’ + 0 -
Variagao de p 2 Max. N

p(13,173) =~ 11—0 x13,173(13,1732-19x 13,173 - 20)
=~ 127,461

A profundidade maxima atingida pelo mergulha-
dor foi 127 metros e ocorreu aos 13 minutos de
mergulho.

Testen.’6
Péginas 95 a 98
Grupol

1. Pela Lei dos Cossenos:

C

11 cm

102=112+92-2x11x 9 x cos o
< 100=202-198 cos o
< 198 cos o =102

= c:osoczH
33

18

Assim:
17\?2 800
2 =]1]—-|— 2 = —
seno =1 <33> & sen‘ o 1089

Como o é um angulo agudo, entdo sen o = \/@

1089
h B 800
Mas, sen o, = 9 Logo, h =9 x \[1—089'

Logo, a area do triangulo é:

800
11 x 9 x \ﬂosg

2

~ 42,4 cm?
A opgao correta é a (A).

2. As retas AB e DH n3o sdo estritamente paralelas
nem concorrentes, logo nao definem um plano.
As retas AB e CE nao sao estritamente paralelas
nem concorrentes, logo nao definem um plano.
Os pontos A, B e M sao colineares, logo nao defi-
nem um plano.
Os pontos A, B e H sdo pontos nao colineares, logo
definem um plano.
A opcao correta é a (C).

100 u;+u
3. kzl u=100 & 142100><100=100

up+ (U +99r) _
5 =
< 2u;+99r=2
99

= U1:1—7I’

Uy + Uzgo
2
up + (ug +199r)
2

& 2u;+199r=3
o 2(1—%r>+ 199r=3
& 2-99r+199r=3
< 100r=1

1

200

kgl u, =300 & % 200 = 300

_3
2

=100

< r=0,01

A opgao correta é a (C).

4. i =i L
.xl—>m[]’ f(x)_xl—>m0’ 3—x h
1 V3

V3 3

. L a \_,,a_,_ a
)E'Lnoj(x)_)E'Lno+(l+x_3)_l+_3 1 3
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Para que a funcao seja continua em x = 0:

V3 18 (Vieseg  [0-3-V3

3 3
(=1 (=1
V3, po V3| V3
3 3 3

A opcao correta é a (B).

5. Por observacdo do gréfico, conclui-se que r > 0 e
a>0.
A opcao correta é a (A).

Grupo Il

1

Wflo)=2 & 4coso=2 < cosoc:%
Comoa € }Og[ entdo oczg.

arccos (sen (= -2 ) x arcsen (sen (L -2 ) =
2 3 2 3
= arccos [ sen (=) x arcsen (cos (=) =
6 6

-aros (57 arsn3)-
= arccos B xarcsen E =

12 f(x) =senx+ 3 cos x < 4 cos x=senx+ 3 cos x
& CcoSx=senx

T
& COSXx =CO0sS (5—)6)

PN ng—x+2kn v x=—§+x+2kn,ke|a

Equagédo impossivel

@Zx=§+2kn,ke|R

PN x=%+kn,kEIR

1.3. Sendo B a amplitude do 4ngulo BOC:

4n | Bx22_4m _4m _2n
3 @ 5 3 W=y b

Assim, O_B)'OE>=2><2><005 (2—;>=4x<—l>=—2.

A=

2,

21 AB = (-1,2,0)-(2,3,1) = (-3, -1, -1) é um vetor
diretor da reta AB.
Um vetor diretor da retaré 7(2, 1,-1).

Seja L7(a, b, ¢) um vetor nao nulo ortogonal ao
plano definido pelas retas ABer.
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7 AB =0 (@b c) (-3,-1,-1)=0
=

(a,b,c) (2,1,-1)=0

-3a-b-c=0 c=-3a-b
= =

20+b-c=0 20+b+3a+b=0
a2 __1
c= 30+20 c 20
& = &
db=-50 |b=-2a b=-2g
2 2

2 2

Assim, 17(0, 3 a, 1 a), aeR.
Consideremos, por exemplo, u'(2,-5,-1).

Como o ponto A(2, 3, 1) pertence ao plano, entao:
26-2)-5(p-3)-1(z-1)=0
& 2x-4-5y+15-2z+1=0
& 2x-5y-z+12=0, que é a equacao pretendida.
—>
22.AB=(-1,2,00-(2,3,1)=(-3,-1,-1)
r(2,1,-1)
IABI = V(3)2+ 1)+ ((1)?=V9+1+1= VIl
IF=V22+12+ (-1)2=V4+1+1=V6
= -
AB r'=(3-1-1)(21-1)=-6-1+1=-6

Logo, sendo o a amplitude do angulo entre os veto-

res A_B) er, tem-se gue cos o= 5 _
ki T V11x Ve
Assim, oo = 137,6°.

3

31. Seja (u,) a sucessdo dos comprimentos dos seg-
mentos da linha poligonal definida.

u1=12
Tem-se que 5 ,VYneNN.
un+1:§un
Entao:
2,
Ypno 37 _Zypen
un U, 3

2, ~ .
Uma vez que 3 € uma constante, entéo (u,) € uma

~ . - 2
progressdo geométrica de razdo —.

3
2 n-1
Logo, un=l2><<—> :
3
1_%)“ 1-0
32lm| 12x ——=— |=12x =—— =36
1.2 1
3 3

L]



n

4. Seja P(n): 21 (32 + 1) = n(n + 1)2

i=

P1):3x12+1=1x(1+1)2 & 3+1=22 © 4=4

Assim, P(1) é uma proposicao verdadeira.

n
Hipétese: Z (32 +i)=n(n+1)2

n+1

Tese: Y, (32+i) = (n+1)(n + 2)2

i=1

DemonstragéiO'
n+1

Zi (B2 +i) = Z B+i)+[3(n+1)2+(n+1)]=

=nn+ 1230+ 17+ (n+1) =
[Nn+1)+3(n+1)+1] =
n2+n+3n+3+1)

n
Assim, Z B2+)=nn+12VYneN.

5.

. e 4x+1 _ __5
51, ilgn(i)f flx) = }'T(,g)f 2%+3 O

2

= 400

Logo, x = —% € uma assintota vertical ao grafico de f.

Uma vez que f é continua em IR\ {— %} por se tratar

de uma funcéo racional, entdo ndo hé outras assin-

totas verticais.

4+l

lim  f(x) = lim = lim = -9
X — +%o x—o+0 x+3 x>+ 2+§
X

Logo, y = 2 é uma assintota horizontal ao grafico

de fquando x tende para +.

1 4+l
+ X
lim  f(x) =lim =lim =2
X — - xo-» x+3 x> 2+§
X

Logo, y = 2 é uma assintota horizontal ao gréfico

de f quando x tende para —.

o 4x+l:
x+3
& 4x+1=0 A 2x+3%0
o x=-t
4 1
Logo, o ponto A tem coordenadas (— % O).

52 f(x)=0

fla) = <4x+1>’ _ 4(2c+3)-2(4x+1)

2%+3 (2x + 3)?
_ 8x+12-8x-2 _
(2x +3)2
10
(20 +3)2

NN
Qi

Assim, a equacgao reduzida da reta tangente ao

grafico de f no ponto A é do tipo y = %x +b.

Como o ponto A pertence a esta reta, vem:

8

_8 (.1 g
0—5><< 4)+b4:>b 5

2

Assim, a equacédo pretendida é y = % X+ %

4x+1 <

V3+1

53.fx) <g(1) & 13 S

=14

2+3

4o+l 2
2%+3° 5

4x+1 2

-£<0

2%x+3 5

20x+5-4x-6

5(2x + 3)
16x-1 <

5(2x+3

<

<0

X —00

16x-1 -

5(2x + 3) -

16x-1
5(2x + 3)

n.d.

_ L3 1
Logo, C.S.—] > 16}

5.4, '(x) =< —

. S
V3l XY

Va?+1 )'_

-2V3x?+1

(2x+3)
Bx(2x + 3) - 4(3x2 + 1)

22x+3)2V3x2+1

122 +18x - 12x% -

18x-4

22x+3)2V3x2+1

2(2x +3)2 'V 3x
9x -2

T (2x+3)2V32+1

X —00

Sinal de g’ -

o |©o|N

Variacao de g N
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Assim, a funcdo g é estritamente decrescente em

32 , ,
—o0, ——| e em _E' 5 e e estritamente crescente

em ]% +00[. A fungdo g tem um minimo relativo

emx=

5.
6.
15
=1 _ 235 _ AT _
61 x= 15 =15 =3 =~ 15,67
15
_ ,-zzlyf _ 20 _ 6
T 15
15 5
Y xy-15xy 2w 15K
62 0= 1= < = = =
i 1()c,)2—15)_c2
I=

3827—15><4—37><16
- ~11292~113
2 1 1
3741 - 15(4—37)

bzf—a}z16+1,1292x4—;z—1,69

Logo, a equagdo reduzida da reta dos minimos
quadrados é y =1,13x - 1,69.

2
3741 - 15(4—37>

~1,1292 3952 - 15 x 162

=0,82
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